
22.1.5. Разложим в ряд Фурье функцию sin଼ 𝑥 ൅ cos଼ 𝑥: 

sin଼ 𝑥 ൅ cos଼ 𝑥 ൌ ሺsinସ 𝑥 ൅ cosସ 𝑥ሻଶ െ 2 sinସ 𝑥 cosସ 𝑥 ൌ 

ൌ ሺሺsinଶ 𝑥 ൅ cosଶ 𝑥ሻଶ െ 2 sinଶ 𝑥 cosଶ 𝑥ሻଶ െ 2 sinସ 𝑥 cosସ 𝑥 ൌ 

ൌ 1 െ 4 sinଶ 𝑥 cosଶ 𝑥 ൅ 2 sinସ 𝑥 cosସ 𝑥 ൌ 1 െ sinଶ 2𝑥 ൅
sinସ 2𝑥

8
ൌ 

ൌ 1 െ
1 െ cos 4𝑥

2
൅

1
8

൬
1 െ cos 4𝑥

2
൰

ଶ

ൌ
1
2

൅
cos 4𝑥

2
൅

1
32

ሺ1 ൅ 2 cos 4𝑥 ൅ cosଶ 4𝑥ሻ ൌ 

ൌ
17
32

൅
7

16
cos 4𝑥 ൅

1 ൅ cos 8𝑥
64

ൌ
35
64

൅
7

16
cos 4𝑥 ൅

1
64

cos 8𝑥 . 

22.11. Разложим в ряд Фурье функцию 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቄ
െ2𝑥, െ𝜋 ൏ 𝑥 ൑ 0

3𝑥, 0 ൏ 𝑥 ൑ 𝜋 . 

Нам понадобятся интегралы 

න 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 ൌ
1
𝑛

න 𝑥𝑑ሺsin 𝑛𝑥ሻ ൌ
1
𝑛

൬𝑥 sin 𝑛𝑥 െ න sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥൰ ൌ
𝑥 sin 𝑛𝑥

𝑛
൅

cos 𝑛𝑥
𝑛ଶ ൅ 𝐶 

и 

න 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 ൌ െ
1
𝑛

න 𝑥𝑑ሺcos 𝑛𝑥ሻ ൌ െ
1
𝑛

൬𝑥 cos 𝑛𝑥 െ න cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥൰ ൌ െ
𝑥 cos 𝑛𝑥

𝑛
൅

sin 𝑛𝑥
𝑛ଶ ൅ 𝐶. 

𝑎଴ ൌ
1

2𝜋
න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ
1

2𝜋
ቌെ2 න 𝑥𝑑𝑥

଴

ିగ

൅ 3 න 𝑥𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ
1

2𝜋
⋅

5𝜋ଶ

2
ൌ

5𝜋
4

; 

𝑎௡ ൌ
1
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ
1
𝜋

ቌെ2 න 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

଴

ିగ

൅ 3 න 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ 

ൌ
1
𝜋

൭െ2 ቆ
1

𝑛ଶ െ
ሺെ1ሻ௡

𝑛
ቇ ൅ 3 ቆ

ሺെ1ሻ௡

𝑛
െ

1
𝑛ଶቇ൱ ൌ

5ሺሺെ1ሻ௡ െ 1ሻ
𝜋𝑛ଶ ; 

𝑏௡ ൌ
1
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ
1
𝜋

ቌെ2 න 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

଴

ିగ

൅ 3 න 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ 

ൌ
1
𝜋

൭െ2 ቆ
𝜋ሺെ1ሻ௡

𝑛
ቇ ൅ 3 ቆ

െ𝜋ሺെ1ሻ௡

𝑛
ቇ൱ ൌ

െ5ሺെ1ሻ௡

𝑛
. 

Отсюда 

𝑓ሺ𝑥ሻ~
5𝜋
4

െ 5 ෍ ቆ
ሺ1 െ ሺെ1ሻ௡ሻ

𝜋𝑛ଶ cos 𝑛𝑥 ൅
ሺെ1ሻ௡

𝑛
sin 𝑛𝑥ቇ

ାஶ

௡ୀଵ

,   െ 𝜋 ൏ 𝑥 ൏ 𝜋 . 

22.14. Разложим в ряд Фурье функцию 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ |𝑥| на промежутке ሾെ1, 1ሿ и с периодом 2𝑙 ൌ 2. 



𝑎଴ ൌ
1
2𝑙

න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑥

ଵ

ିଵ

ൌ න 𝑥𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ
1
2

; 

𝑎௡ ൌ
1
𝑙

න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

ଵ

ିଵ

ൌ 2 න 𝑥 cos 𝜋𝑛𝑥 𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ 2 ൬
𝑥 sin 𝑛𝜋𝑥

𝑛𝜋
൅

cos 𝑛𝜋𝑥
𝑛ଶ𝜋ଶ ൰ฬ

଴

ଵ

ൌ 2
ሺെ1ሻ௡ െ 1

𝑛ଶ𝜋ଶ ; 

𝑏௡ ൌ
1
𝑙

න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

ଵ

ିଵ

ൌ න|𝑥| sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥

ଵ

ିଵ

ൌ 0. 

Отсюда 

𝑓ሺ𝑥ሻ~
1
2

൅
2

𝜋ଶ ෍
ሺെ1ሻ௡ െ 1

𝑛ଶ cos 𝜋𝑛𝑥

ାஶ

௡ୀଵ

ൌ
1
2

൅
4

𝑛ଶ ෍
cos 𝜋ሺ2𝑛 െ 1ሻ𝑥

ሺ2𝑛 െ 1ሻଶ

ାஶ

௡ୀଵ

. 

22.30. Разложим в ряд Фурье функцию 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝜋 െ 2𝑥, 0 ൏ 𝑥 ൑ 𝜋, продолжив ее на отрезок 
ሾെ𝜋, 0ሿ: 1) четным образом; 2) нечетным образом. 

1) 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜
𝜋 ൅ 2𝑥, 𝑥 ∈ ሺെ𝜋, 0ሿ
𝜋 െ 2𝑥, 𝑥 ∈ ሺ0, 𝜋ሿ

. 

𝑎଴ ൌ
1

2𝜋
ቌ නሺ𝜋 ൅ 2𝑥ሻ𝑑𝑥

଴

ିగ

൅ නሺ𝜋 െ 2𝑥ሻ𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ
1

2𝜋
ሺሺ𝜋𝑥 ൅ 𝑥ଶሻ|ିగ

଴ ൅ ሺ𝜋𝑥 െ 𝑥ଶሻ|଴
గሻ ൌ 0; 

𝑎௡ ൌ
1
𝜋

ቌ නሺ𝜋 ൅ 2𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

଴

ିగ

൅ නሺ𝜋 െ 2𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ 

ൌ
1
𝜋

ቌ𝜋 න cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

൅ 2 න 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

଴

ିగ

െ 2 න 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ 

ൌ
2
𝜋

ቆ൬
𝑥 sin 𝑛𝑥

𝑛
൅

cos 𝑛𝑥
𝑛ଶ ൰ฬ

ିగ

଴

െ ൬
𝑥 sin 𝑛𝑥

𝑛
൅

cos 𝑛𝑥
𝑛ଶ ൰ฬ

଴

గ

ቇ ൌ 

ൌ
2
𝜋

൭
1

𝑛ଶ െ
ሺെ1ሻ௡

𝑛ଶ െ ቆ
ሺെ1ሻ௡

𝑛ଶ െ
1

𝑛ଶቇ൱ ൌ
4

𝜋𝑛ଶ ሺ1 െ ሺെ1ሻ௡ሻ; 

𝑏௡ ൌ 0 ∀𝑛 ൌ 1, 2, …. 

Отсюда получаем, что 

𝑓ሺ𝑥ሻ~
8
𝜋

෍
cos൫ሺ2𝑛 െ 1ሻ𝑥൯

ሺ2𝑛 െ 1ሻଶ

ାஶ

௡ୀଵ

. 

2) 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜
െ𝜋 െ 2𝑥, 𝑥 ∈ ሺെ𝜋, 0ሿ

𝜋 െ 2𝑥, 𝑥 ∈ ሺ0, 𝜋ሿ
. 

𝑎௡ ൌ 0 ∀𝑛 ൌ 0, 1, … ; 



𝑏௡ ൌ
1
𝜋

ቌ නሺെ𝜋 െ 2𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

଴

ିగ

൅ නሺ𝜋 െ 2𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ 

ൌ
1
𝜋

ቌ𝜋 ቌെ න sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

଴

ିగ

൅ න sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ െ 2 න 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ቍ ൌ 

ൌ
cos 𝑛𝑥

𝑛
ቚ
ିగ

଴
െ

cos 𝑛𝑥
𝑛

ቚ
଴

గ
൅

4
𝑛

ሺെ1ሻ௡ ൌ
1
𝑛

ሺ1 െ ሺെ1ሻ௡ሻ െ
1
𝑛

ሺሺെ1ሻ௡ െ 1ሻ ൅
4
𝑛

ሺെ1ሻ௡ ൌ
2
𝑛

ሺ1 ൅ ሺെ1ሻ௡ሻ 

Отсюда получаем 

𝑓ሺ𝑥ሻ~2 ෍
sin 2𝑛𝑥

𝑛

ାஶ

௡ୀଵ

. 

22.42. Разложим в ряд Фурье на ሺ0, 𝜋ሻ по косинусам функцию 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൞

𝜋
2

െ 𝑥, 0 ൏ 𝑥 ൏
𝜋
2

0,
𝜋
2

൑ 𝑥 ൏ 𝜋
. 

𝑎଴ ൌ
1
𝜋

න ቀ
𝜋
2

െ 𝑥ቁ 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ
1
𝜋

ቆ
𝜋𝑥
2

െ
𝑥ଶ

2
ቇቤ

଴

గ
ଶ

ൌ
1

2𝜋
ቆ

𝜋ଶ

2
െ

𝜋ଶ

4
ቇ ൌ

𝜋
8

; 

𝑎௡ ൌ
2
𝜋

න ቀ
𝜋
2

െ 𝑥ቁ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ
sin 𝑛𝑥

𝑛
ฬ

଴

గ
ଶ

െ
2
𝜋

൬
𝑥 sin 𝑛𝑥

𝑛
൅

cos 𝑛𝑥
𝑛ଶ ൰ฬ

଴

గ
ଶ

ൌ 

ൌ
sin

𝜋𝑛
2

𝑛
െ

2
𝜋

ቌ
𝜋 sin

𝜋𝑛
2

2𝑛
൅

cos
𝜋𝑛
2

𝑛ଶ െ
1

𝑛ଶቍ ൌ
2
𝜋

⋅
1 െ cos

𝜋𝑛
2

𝑛ଶ ൌ
4 sinଶ 𝜋𝑛

4
𝜋𝑛ଶ . 

𝜋
8

൅
4
𝜋

෍
sinଶ 𝜋𝑛

4
𝑛ଶ cos 𝑛𝑥

ାஶ

௡ୀଵ

. 

22.45. Разложим функцию 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ в ряд Фурье 

1) на отрезке ሾെ𝜋, 𝜋ሿ по косинусам; 

2) на интервале ሺ0, 𝜋ሻ по синусам; 

3) на интервале ሺ0, 2𝜋ሻ по синусам и косинусам. 

1) Сначала заметим, что 

න 𝑥ଶ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥 ൌ |𝑛𝑥 ൌ 𝑡| ൌ
1

𝑛ଷ න 𝑡ଶ cos 𝑡 𝑑𝑡 ൌ
1

𝑛ଷ න 𝑡ଶ𝑑 sin 𝑡 ൌ
1

𝑛ଷ ൬𝑡ଶ sin 𝑡 െ න sin 𝑡 ⋅ 2𝑡𝑑𝑡൰ ൌ 

ൌ
1

𝑛ଷ ൬𝑡ଶ sin 𝑡 ൅ 2 න 𝑡𝑑 cos 𝑡൰ ൌ
1

𝑛ଷ ቆ𝑡ଶ sin 𝑡 ൅ 2 ൬𝑡 cos 𝑡 െ න cos 𝑡 𝑑𝑡൰ቇ ൌ 



ൌ
1

𝑛ଷ ሺ𝑡ଶ sin 𝑡 ൅ 2𝑡 cos 𝑡 െ 2 sin 𝑡ሻ ൅ 𝐶 ൌ
1

𝑛ଷ ሺ𝑛ଶ𝑥ଶ sin 𝑛𝑥 ൅ 2𝑛𝑥 cos 𝑛𝑥 െ 2 sin 𝑛𝑥ሻ ൅ 𝐶. 

𝑎଴ ൌ
1

2𝜋
න 𝑥ଶ𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ
𝜋ଶ

3
; 

𝑎௡ ൌ
1
𝜋

න 𝑥ଶ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ
1

𝜋𝑛ଷ ሺ𝑛ଶ𝑥ଶ sin 𝑛𝑥 ൅ 2𝑛𝑥 cos 𝑛𝑥 െ 2 sin 𝑛𝑥ሻ|ିగ
గ ൌ 

ൌ
1

𝜋𝑛ଷ ⋅ 2𝑛 ⋅ 2𝜋 ⋅ ሺെ1ሻ௡ ൌ
4

𝑛ଶ ሺെ1ሻ௡; 

𝜋ଶ

3
൅ 4 ෍

cos 𝑛𝑥
𝑛ଶ ሺെ1ሻ௡

ାஶ

௡ୀଵ

. 

 

2) Сначала заметим, что 

න 𝑥ଶ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥 ൌ |𝑛𝑥 ൌ 𝑡| ൌ
1

𝑛ଷ න 𝑡ଶ sin 𝑡 𝑑𝑡 ൌ െ
1

𝑛ଷ න 𝑡ଶ𝑑 cos 𝑡 ൌ
1

𝑛ଷ ൬න cos 𝑡 ⋅ 2𝑡𝑑𝑡 െ 𝑡ଶ cos 𝑡൰ ൌ 

ൌ
1

𝑛ଷ ൬െ𝑡ଶ cos 𝑡 ൅ 2 න 𝑡𝑑 sin 𝑡൰ ൌ
1

𝑛ଷ ቆെ𝑡ଶ cos 𝑡 ൅ 2 ൬𝑡 sin 𝑡 െ න sin 𝑡 𝑑𝑡൰ቇ ൌ 

ൌ
1

𝑛ଷ ሺെ𝑡ଶ cos 𝑡 ൅ 2𝑡 sin 𝑡 ൅ 2 cos 𝑡ሻ ൅ 𝐶 ൌ
1

𝑛ଷ ሺെ𝑛ଶ𝑥ଶ cos 𝑛𝑥 ൅ 2𝑛𝑥 sin 𝑛𝑥 െ 2 cos 𝑛𝑥ሻ ൅ 𝐶 

𝑏௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑥ଶ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2

𝜋𝑛ଷ ሺ𝑛ଶ𝑥ଶ cos 𝑛𝑥 ൅ 2𝑛𝑥 sin 𝑛𝑥 െ 2 cos 𝑛𝑥ሻ|଴
గ ൌ 



ൌ
2

𝜋𝑛ଷ ሺെ𝑛ଶ𝜋ଶሺെ1ሻ௡ െ 2ሺെ1ሻ௡ ൅ 2ሻ ൌ
2
𝜋

ሺെ1ሻ௡ାଵ ൭
𝜋ଶ

𝑛
െ

2
𝑛ଷ ሺ1 െ ሺെ1ሻ௡ሻ൱ ; 

2
𝜋

෍ሺെ1ሻ௡ାଵ ൭
𝜋ଶ

𝑛
െ

2
𝑛ଷ ሺ1 െ ሺെ1ሻ௡ሻ൱ sin 𝑛𝑥

ାஶ

௡ୀଵ

. 

 

3) 

𝑎଴ ൌ
1

2𝜋
න 𝑥ଶ𝑑𝑥

ଶగ

଴

ൌ
1

2𝜋
⋅

8𝜋ଷ

3
ൌ

4𝜋ଶ

3
; 

𝑎௡ ൌ
1
𝜋

න 𝑥ଶ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

ଶగ

଴

ൌ
1

𝜋𝑛ଷ ሺ𝑛ଶ𝑥ଶ sin 𝑛𝑥 ൅ 2𝑛𝑥 cos 𝑛𝑥 െ 2 sin 𝑛𝑥ሻ|଴
ଶగ ൌ

1
𝜋𝑛ଷ 2𝑛 ⋅ 2𝜋 ൌ

4
𝑛ଶ ; 

𝑏௡ ൌ
1
𝜋

න 𝑥ଶ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

ଶగ

଴

ൌ
1

𝜋𝑛ଷ ሺെ𝑛ଶ𝑥ଶ cos 𝑛𝑥 ൅ 2𝑛𝑥 sin 𝑛𝑥 െ 2 cos 𝑛𝑥ሻ|଴
ଶగ ൌ 

ൌ
1

𝜋𝑛ଷ ሺെ4𝑛ଶ𝜋ଶሻ ൌ െ
4𝜋
𝑛

; 

4𝜋ଶ

3
൅ 4 ෍ ൬

cos 𝑛𝑥
𝑛ଶ െ

𝜋 sin 𝑛𝑥
𝑛

൰

ାஶ

௡ୀଵ

. 

Из ответа пункта 1) получаем 

𝑆ଵ ൌ ෍
1

𝑛ଶ

ାஶ

௡ୀଵ

ൌ ෍
cos 𝑛𝜋

𝑛ଶ ሺെ1ሻ௡

ାஶ

௡ୀଵ

ൌ
𝜋ଶ െ

𝜋ଶ

3
4

ൌ
𝜋ଶ

6
; 

𝑆ଶ ൌ ෍
ሺെ1ሻ௡ାଵ

𝑛

ାஶ

௡ୀଵ

ൌ െ ෍
cosሺ𝑛 ⋅ 0ሻ

𝑛ଶ ሺെ1ሻ௡

ାஶ

௡ୀଵ

ൌ

𝜋ଶ

3 െ 0ଶ

4
ൌ

𝜋ଶ

12
; 

𝑆ଷ ൌ ෍
1

ሺ2𝑛 െ 1ሻଶ

ାஶ

௡ୀଵ

ൌ
𝑆ଵ െ 𝑆ଶ

2
ൌ

𝜋ଶ

8
. 

Исследуем ряды из пунктов 1-3 на равномерную сходимость на ℝ. Первый ряд, очевидно, 
равномерно сходится, поскольку 



෍ ቚ
cos 𝑛𝑥

𝑛ଶ ሺെ1ሻ௡ቚ

ାஶ

௡ୀଵ

൏ ෍
1

𝑛ଶ

ାஶ

௡ୀଵ

ൌ
𝜋ଶ

6
. 

22.23. Разложим в ряд Фурье функцию 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ cos 𝑎𝑥, 𝑎 ∉ ℤ на отрезке ሾെ𝜋, 𝜋ሿ. 

𝑎଴ ൌ
1

2𝜋
න cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ
1

2𝜋𝑎
sin 𝑎𝑥|ିగ

గ ൌ
sin 𝑎𝜋 െ sinሺെ𝑎𝜋ሻ

2𝜋𝑎
ൌ

sin 𝜋𝑎
𝜋𝑎

; 

𝑎௡ ൌ
1
𝜋

න cos 𝑎𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ
1
𝜋

න
cos൫ሺ𝑛 ൅ 𝑎ሻ𝑥൯ ൅ cos൫ሺ𝑛 െ 𝑎ሻ𝑥൯

2
𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ 

ൌ
sin൫ሺ𝑛 ൅ 𝑎ሻ𝜋൯

ሺ𝑛 ൅ 𝑎ሻ𝜋
൅

sin൫ሺ𝑛 െ 𝑎ሻ𝜋൯
ሺ𝑛 െ 𝑎ሻ𝜋

ൌ 

ൌ
ሺ𝑛 െ 𝑎ሻ sin 𝑛𝜋 cos 𝑎𝜋 ൅ ሺ𝑛 െ 𝑎ሻ cos 𝑛𝜋 sin 𝑎𝜋 ൅ ሺ𝑛 ൅ 𝑎ሻ sin 𝑛𝜋 cos 𝑎𝜋 െ ሺ𝑛 ൅ 𝑎ሻ cos 𝑛𝜋 sin 𝑎𝜋

ሺ𝑛ଶ െ 𝑎ଶሻ𝜋
ൌ 

ൌ
െ2𝑎 cos 𝑛𝜋 sin 𝑎𝜋

ሺ𝑛ଶ െ 𝑎ଶሻ𝜋
ൌ

െ2𝑎ሺെ1ሻ௡ sin 𝑎𝜋
ሺ𝑛ଶ െ 𝑎ଶሻ𝜋

; 

𝑏௡ ൌ 0; 

𝑓ሺ𝑥ሻ~
sin 𝜋𝑎

𝜋𝑎
൅

2
𝜋

෍ሺെ1ሻ௡ାଵ sin 𝜋𝑎
𝑛ଶ െ 𝑎ଶ cos 𝑛𝑥

ାஶ

௡ୀଵ

. 

22.65. Докажем, что если абсолютно интегрируемая на отрезке ሾ0, 𝜋ሿ функция удовлетворяет 
условию 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ, то ее коэффициенты Фурье обладают следующими свойствами: 

1) при разложении 𝑓 в ряд Фурье по косинусам 𝑎ଶ௡ିଵ ൌ 0, 𝑛 ∈ ℕ; 

2) при разложении 𝑓 в ряд Фурье по синусам 𝑏ଶ௡ ൌ 0, 𝑛 ∈ ℕ. 

1) Имеем 

𝑎଴ ൌ
1
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
1
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤
ተተ

௬ୀగି௫

ൌ
1
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ𝑑ሺെ𝑦ሻ

଴

గ
ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤

ൌ 

ൌ
1
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑦ሻ𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

; 

𝑎௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤
ተተ

௬ୀగି௫

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ cos 𝑛ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ 𝑑ሺെ𝑦ሻ

଴

గ
ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤

ൌ 



ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ ሺെ1ሻ௡ න 𝑓ሺ𝑦ሻ cos 𝑛𝑦 𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ
2
𝜋

ሾ1 ൅ ሺെ1ሻ௡ሿ න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

Значит при 2 ∤ 𝑛 𝑎௡ ൌ 0. 

2) Имеем 

𝑏௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ sin 𝑛ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ 𝑑ሺെ𝑦ሻ

଴

గ
ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑦ሻ sin 𝑛𝑦 cos 𝑛𝜋 𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ
2
𝜋

ሾ1 െ ሺെ1ሻ௡ሿ න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

Значит при 2|𝑛 𝑏௡ ൌ 0. 

22.67. Продолжим абсолютно интегрируемую на отрезке ቂ0,
గ

ଶ
ቃ функцию на отрезок таким 

образом, чтобы ее ряд Фурье имел вид ∑ 𝑏௡ sinሺ2𝑛 െ 1ሻ𝑥ஶ
௡ୀଵ . 

Пусть 𝑏௡ ൌ 𝐵ଶ௡ିଵ, тогда ∑ 𝑏௡ sinሺ2𝑛 െ 1ሻ𝑥ஶ
௡ୀଵ ൌ ∑ 𝐵ଶ௡ିଵ sinሺ2𝑛 െ 1ሻ𝑥ஶ

௡ୀଵ . 

Итак, 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ, значит 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝐵௠ sin 𝑚𝑥ஶ
௠ୀଵ . Имеем 

0 ൌ 𝐵ଶ௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤
ተተ

௬ୀగି௫

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ sin 2𝑛ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ 𝑑ሺെ𝑦ሻ

଴

గ
ଶ ⎦

⎥
⎥
⎤

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

െ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ sin 2𝑛𝑦 𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎣
⎢
⎢
⎡
න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

െ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ sin 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴
⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ
2
𝜋

නሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻሿ sin 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

Пусть 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ∀𝑥 ∈ ቂ0,
గ

ଶ
ቃ. Тогда 𝐵ଶ௡ ൌ 0. Итак, ответ: 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ. 



22.110. 1 Покажем, что если тригонометрический ряд 𝑎଴ ൅ ∑ 𝑎௡ cos 𝑛𝑥 ൅ 𝑏௡ sin 𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ  сходится 

равномерно, то он является рядом Фурье своей суммы 𝑆ሺ𝑥ሻ. 𝑆ሺ𝑥ሻ непрерывна и 2𝜋-периодична. 
Имеем, что 

න 𝑆ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ 𝑎଴ න 𝑑𝑥

గ

ିగ

൅ ෍ 𝑎௡ න cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ஶ

௡ୀଵ

൅ ෍ 𝑏௡ න sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ஶ

௡ୀଵ

ൌ 

ൌ 2𝜋𝑎଴ ൅ ෍ 𝑎௡
sin 𝑛𝑥

𝑛
ฬ
ିగ

గஶ

௡ୀଵ

൅ ෍ െ𝑏௡
cos 𝑛𝑥

𝑛
ቚ

ିగ

గ
ஶ

௡ୀଵ

ൌ 2𝜋𝑎଴; 

𝑆ሺ𝑥ሻ cos 𝑚𝑥 ൌ 𝑎଴ cos 𝑚𝑥 ൅ ෍ 𝑎௡ cos 𝑛𝑥 cos 𝑚𝑥

ஶ

௡ୀଵ

൅ ෍ 𝑏௡ sin 𝑛𝑥 cos 𝑚𝑥

ஶ

௡ୀଵ

ൌ 

ൌ 𝑎଴ cos 𝑚𝑥 ൅
1
2

෍ 𝑎௡ሺcosሺ𝑛 ൅ 𝑚ሻ𝑥 ൅ cosሺ𝑛 െ 𝑚ሻ𝑥ሻ
ஶ

௡ୀଵ

൅
1
2

෍ 𝑏௡ሺsinሺ𝑛 ൅ 𝑚ሻ𝑥 ൅ sinሺ𝑛 െ 𝑚ሻ𝑥ሻ
ஶ

௡ୀଵ

; 

𝑆ሺ𝑥ሻ sin 𝑚𝑥 ൌ 𝑎଴ sin 𝑚𝑥 ൅ ෍ 𝑎௡ cos 𝑛𝑥 sin 𝑚𝑥

ஶ

௡ୀଵ

൅ ෍ 𝑏௡ sin 𝑛𝑥 sin 𝑚𝑥

ஶ

௡ୀଵ

ൌ 

ൌ 𝑎଴ sin 𝑚𝑥 ൅
1
2

෍ 𝑎௡ሺsinሺ𝑛 ൅ 𝑚ሻ𝑥 െ sinሺ𝑛 െ 𝑚ሻ𝑥ሻ
ஶ

௡ୀଵ

൅
1
2

෍ 𝑏௡ሺcosሺ𝑛 െ 𝑚ሻ𝑥 െ cosሺ𝑛 ൅ 𝑚ሻ𝑥ሻ
ஶ

௡ୀଵ

; 

න 𝑆ሺ𝑥ሻ cos 𝑚𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ 𝑎଴ න cos 𝑚𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

൅
1
2

෍ 𝑎௡ ቌ න cosሺ𝑛 ൅ 𝑚ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

൅ න cosሺ𝑛 െ 𝑚ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ቍ

ஶ

௡ୀଵ

൅ 

൅
1
2

෍ 𝑏௡ ቌ න sinሺ𝑛 ൅ 𝑚ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

൅ න sinሺ𝑛 െ 𝑚ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ቍ

ஶ

௡ୀଵ

ൌ
1
2

𝑎௠ ⋅ 2𝜋 ൌ 𝜋𝑎௠; 

න 𝑆ሺ𝑥ሻ sin 𝑚𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ൌ 𝑎଴ න sin 𝑚𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

൅
1
2

෍ 𝑎௡ ቌ න sinሺ𝑛 ൅ 𝑚ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

െ න sinሺ𝑛 െ 𝑚ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ቍ

ஶ

௡ୀଵ

൅ 

൅
1
2

෍ 𝑏௡ ቌ න cosሺ𝑛 െ 𝑚ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

െ න cosሺ𝑛 ൅ 𝑚ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

ቍ

ஶ

௡ୀଵ

ൌ
1
2

𝑏௠ ⋅ 2𝜋 ൌ 𝜋𝑏௠; 

𝑎଴ ൌ
1

2𝜋
න 𝑆ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ

ିగ

, 𝑎௠ ൌ
1
𝜋

න 𝑆ሺ𝑥ሻ cos 𝑚𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

, 𝑏௠ ൌ
1
𝜋

න 𝑆ሺ𝑥ሻ sin 𝑚𝑥 𝑑𝑥

గ

ିగ

. 

22.111.3. Поскольку 

෍ ฬ
sin 𝑛𝑥

𝑛ఈ ฬ

ஶ

௡ୀଵ

൑ ෍
1

𝑛ఈ

ஶ

௡ୀଵ

, 

 
1 Бесов, стр. 365, лемма 1, стр. 367, первый абзац. 



а при 𝛼 ൐ 1 ряд ∑ 𝑛ିఈஶ
௡ୀଵ  равномерно сходится, то ряд ∑ 𝑛ିఈ sin 𝑛𝑥ஶ

௡ୀଵ  тоже равномерно сходится, 
а значит и является рядом Фурье своей суммы. 

Т 1. Исследуем на равномерную сходимость ряды Фурье функции 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫, 𝑥 ∈ ሾ0, 𝜋/2ሿ по 
системам 

а) ሼsinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥ሽ|௞ୀଵ
ஶ ;  б) ሼsin 2𝑘𝑥ሽ|௞ୀଵ

ஶ ; 

в) ሼcosሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥ሽ|௞ୀଵ
ஶ ;  г) ሼcos 2𝑘𝑥ሽ|௞ୀ଴

ஶ . 

а) Пусть 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ, 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ. Тогда 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑏௡ sin 𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ , где 

𝑏௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎠

⎞ተተ

௫ୀగି௬

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

െ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ sin 𝑛ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ 𝑑𝑦

଴

గ
ଶ ⎠

⎞ ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑦ሻ sin 𝑛ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ 𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

െ cos 𝑛𝜋 න 𝑓ሺ𝑦ሻ sin 𝑛𝑦 𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ൌ
2
𝜋

ሺ1 െ ሺെ1ሻ௡ሻ න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

Если 𝑛 ൌ 2𝑘, то 𝑏௡ ൌ 0, а если 𝑛 ൌ 2𝑘 െ 1, то 

𝑏௡ ൌ
4
𝜋

න 𝑒௫ sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

න sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑒௫

గ
ଶ

଴

ൌ 𝑒௫ sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥|଴

గ
ଶ െ නሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑒௫ cosሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ 

ൌ 𝑒
గ
ଶ sin ቀ𝑘𝜋 െ

𝜋
2

ቁ െ ሺ2𝑘 െ 1ሻ න 𝑒௫ cosሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ 

ൌ 𝑒
గ
ଶሺെ cos 𝑘𝜋ሻ െ ሺ2𝑘 െ 1ሻ න cosሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑒௫

గ
ଶ

଴

ൌ 

ൌ 𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ െ ሺ2𝑘 െ 1ሻ

⎣
⎢
⎢
⎡
𝑒௫ cosሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥|଴

గ
ଶ ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻ න 𝑒௫ sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴
⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ 



ൌ 𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ െ ሺ2𝑘 െ 1ሻ

⎣
⎢
⎢
⎡
𝑒

గ
ଶ cos ቀ𝑘𝜋 െ

𝜋
2

ቁ െ 1 ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻ න 𝑒௫ sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴
⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ 

ൌ 𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ െ ሺ2𝑘 െ 1ሻ

⎣
⎢
⎢
⎡
െ1 ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻ න 𝑒௫ sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴
⎦
⎥
⎥
⎤

ൌ 

ൌ 𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻ െ ሺ2𝑘 െ 1ሻଶ න 𝑒௫ sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

; 

ሾ1 ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻଶሿ න 𝑒௫ sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ 𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻ; 

න 𝑒௫ sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ
𝑒

గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻ

1 ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻଶ ; 

𝑏ଶ௞ିଵ ൌ
4
𝜋

⋅
𝑒

గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻ

1 ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻଶ ; 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
4
𝜋

෍
𝑒

గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻ

1 ൅ ሺ2𝑘 െ 1ሻଶ sinሺ2𝑘 െ 1ሻ𝑥

ஶ

௞ୀଵ

. 

Ряд сходится неравномерно на ℝ потому что функция разрывна. 

б) Пусть 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ. Тогда 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑏௡ sin 𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ , где 



𝑏௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎠

⎞ተተ

௫ୀగି௬

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ sin 𝑛ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ 𝑑ሺെ𝑦ሻ

଴

గ
ଶ ⎠

⎞ ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

െ න 𝑓ሺ𝑦ሻሺെ cos 𝑛𝜋ሻ sin 𝑛𝑦 𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ൌ
2
𝜋

ሺ1 ൅ ሺെ1ሻ௡ሻ න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

Если 𝑛 ൌ 2𝑘 െ 1, то 𝑏௡ ൌ 0, а если 𝑛 ൌ 2𝑘, то 

𝑏௡ ൌ
4
𝜋

න 𝑒௫ sin 2𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

න sin 2𝑘𝑥 𝑑𝑒௫

గ
ଶ

଴

ൌ 𝑒௫ sin 2𝑘𝑥|଴

గ
ଶ െ 2𝑘 න 𝑒௫ cos 2𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ െ2𝑘 න cos 2𝑘𝑥 𝑑𝑒௫

గ
ଶ

଴

ൌ 

ൌ െ2𝑘

⎝

⎛𝑒௫ cos 2𝑘𝑥|଴

గ
ଶ െ 2𝑘 න 𝑒௫ሺെ sin 2𝑘𝑥ሻ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ൌ െ2𝑘

⎝

⎛𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௞ െ 1 ൅ 2𝑘 න 𝑒௫ sin 2𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ൌ 

ൌ 2𝑘𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ ൅ 2𝑘 െ 4𝑘ଶ න 𝑒௫ sin 2𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

; 

ሺ1 ൅ 4𝑘ଶሻ න 𝑒௫ sin 2𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ 2𝑘𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ ൅ 2𝑘; 

න 𝑒௫ sin 2𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ
2𝑘𝑒

గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ ൅ 2𝑘
ሺ1 ൅ 4𝑘ଶሻ

; 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
4
𝜋

෍
2𝑘 ቀ𝑒

గ
ଶሺെ1ሻ௞ାଵ ൅ 1ቁ

ሺ1 ൅ 4𝑘ଶሻ

ஶ

௞ୀଵ

sin 2𝑘𝑥. 

Ряд сходится неравномерно, так как сумма ряда разрывна. 



в) Пусть 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺെ𝑥ሻ, тогда 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎଴ ൅ ∑ 𝑎௡ cos 𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ . Для 𝑛 ൐ 0 

𝑎௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎠

⎞ተተ

௫ୀగି௬

ൌ 

ൌ
2
𝜋

නሾ𝑓ሺ𝑥ሻ ൅ ሺെ1ሻ௡𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻሿ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

Если 𝑛 ൌ 2𝑘, то 𝑎௡ ൌ 0, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൅ ሺെ1ሻଶ௞𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൌ 0, 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Ряд сходится неравномерно. 

 г) Пусть 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑎଴ ൌ
1
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
1
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎠

⎞ተተ

௫ୀగି௬

ൌ
1
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ൌ 



ൌ
1
𝜋

න൫𝑓ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ൯𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

് 0; 

𝑎௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎠

⎞ተተ

௬ୀగି௫

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ cos 𝑛ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ 𝑑ሺെ𝑦ሻ

଴

గ
ଶ ⎠

⎞ ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ cos 𝑛𝜋 න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ cos 𝑛𝑦 𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ൌ 

ൌ
2
𝜋

නሾ𝑓ሺ𝑥ሻ ൅ ሺെ1ሻ௡𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻሿ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

Если 𝑛 ൌ 2𝑘 െ 1, то 𝑎௡ ൌ 0, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൅ ሺെ1ሻଶ௞ିଵ𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൌ 0, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ. 

න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

; 

𝑎଴ ൌ
2
𝜋

න 𝑒௫𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ
2
𝜋

ቀ𝑒
గ
ଶ െ 1ቁ ; 

න 𝑓ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

; 

𝑎ଶ௡ ൌ
4
𝜋

න 𝑒௫ cos 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ
4
𝜋

න cos 2𝑛𝑥 𝑑𝑒௫

గ
ଶ

଴

ൌ
4
𝜋

⎝

⎛𝑒௫ cos 2𝑛𝑥|଴

గ
ଶ ൅ 2𝑛 න 𝑒௫ sin 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ൌ 

ൌ
4
𝜋

⎝

⎜
⎛

𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௡ െ 1 ൅ 2𝑛

⎝

⎛𝑒௫ sin 2𝑛𝑥|଴

గ
ଶ െ 2𝑛 න 𝑒௫ cos 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴
⎠

⎞

⎠

⎟
⎞

ൌ 

ൌ
4
𝜋

⎝

⎛𝑒
గ
ଶሺെ1ሻ௡ െ 1 െ 4𝑛ଶ න 𝑒௫ cos 2𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ; 



𝑎ଶ௡ ൌ
4
𝜋

⋅
𝑒

గ
ଶሺെ1ሻ௡ െ 1

4𝑛ଶ ൅ 1
; 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
2
𝜋

ቀ𝑒
గ
ଶ െ 1ቁ ൅

4
𝜋

෍
𝑒

గ
ଶሺെ1ሻ௡ െ 1

4𝑛ଶ ൅ 1
cos 2𝑛𝑥

ஶ

௡ୀଵ

. 

Ряд сходится равномерно на ℝ по признаку Вейерштрасса, т.к. 

|𝑎ଶ௡ cos 𝑛𝑥| ൑ |𝑎ଶ௡| ൑
4𝑒

గ
ଶ

𝜋ሺ4𝑛ଶ ൅ 1ሻ
ൌ 𝑏௡, 

а ряд ∑ 𝑏௡
ஶ
௡ୀଵ  сходится. 

Т 2. Не вычисляя коэффициентов Фурье, определим порядок их убывания а) xଵ଴; б) 𝑥ହ; в) 
ሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻଵ଴; г) ሺ𝜋ଶ െ 𝑥ଶሻ sinଶ 𝑥. 

а) 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଵ଴, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺെ𝑥ሻ, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎଴ ൅ ∑ 𝑎௡ cos 𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ . 

𝑎଴ ൌ
1
𝜋

න 𝑥ଵ଴𝑑𝑥

గ

଴

൐ 0; 

𝑎௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑥ଵ଴ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2
𝜋

න 𝑥ଵ଴𝑑
sin 𝑛𝑥

𝑛

గ

଴

ൌ
2
𝜋

൥
𝑥ଵ଴ sin 𝑛𝑥

𝑛
ቤ

଴

గ

െ න
sin 𝑛𝑥

𝑛
⋅ 10𝑥ଽ𝑑𝑥

గ

଴

൩ ൌ 

ൌ െ
2 ⋅ 10

𝜋𝑛
න 𝑥ଽ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ െ
20
𝜋𝑛

න 𝑥ଽ𝑑 ቀെ
cos 𝑛𝑥

𝑛
ቁ

గ

଴

ൌ
20

𝜋𝑛ଶ න 𝑥ଽ𝑑 cos 𝑛𝑥

గ

଴

ൌ 

ൌ
20

𝜋𝑛ଶ ൥𝑥ଽ cos 𝑛𝑥|଴
గ െ න cos 𝑛𝑥 ⋅ 9𝑥଼𝑑𝑥

గ

଴

൩ ൌ
20𝜋଼

𝑛ଶ ሺെ1ሻ௡ െ
20 ⋅ 9
𝜋𝑛ଶ න 𝑥଼ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

. 

По теореме Римана ׬ 𝑥଼ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥
గ

଴ → 0 при 𝑛 → ∞. Значит 

𝑎௡ ൌ
20𝜋଼

𝑛ଶ ሺെ1ሻ௡ ൅ 𝑜 ൬
1

𝑛ଶ൰, 

и порядок убывания коэффициентов Фурье равен 2. 

б) 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ହ, 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑏௡ sin 𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ . 

𝑏௡ ൌ
2
𝜋

න 𝑥ହ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ െ
2
𝜋

න 𝑥ହ𝑑
cos 𝑛𝑥

𝑛

గ

଴

ൌ െ
2
𝜋

ቌ𝑥ହ cos 𝑛𝑥
𝑛

ቚ
଴

గ
െ න

cos 𝑛𝑥
𝑛

⋅ 5𝑥ସ𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ 



ൌ െ
2𝜋ସ

𝑛
ሺെ1ሻ௡ ൅

10𝜋
𝑛

න 𝑥ସ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

. 

По теореме Римана ׬ 𝑥ସ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥
గ

଴ → 0 при 𝑛 → ∞. Значит 

𝑏௡ ൌ
2𝜋ସ

𝑛
ሺെ1ሻ௡ାଵ ൅ 𝑜 ൬

1
𝑛

൰, 

и порядок убывания коэффициентов равен 1. 

в) 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻଵ଴ ൌ ሺ𝑥 ൅ 𝜋ሻଵ଴ሺ𝑥 െ 𝜋ሻଵ଴, 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ, 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 10ሺ𝑥 ൅ 𝜋ሻଽሺ𝑥 െ 𝜋ሻଵ଴ ൅ 10ሺ𝑥 ൅ 𝜋ሻଵ଴ሺ𝑥 െ 𝜋ሻଽ ൌ 20𝑥ሺ𝑥 ൅ 𝜋ሻଽሺ𝑥 െ 𝜋ሻଽ, 

𝑓ᇱሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ᇱሺ𝑥ሻ, 𝑓ሺെ𝜋ሻ ൌ 𝑓ሺ𝜋ሻ ൌ 0, 𝑓ᇱሺെ𝜋ሻ ൌ 𝑓ᇱሺ𝜋ሻ ൌ 0, … , 𝑓ሺଽሻሺെ𝜋ሻ ൌ 𝑓ሺଽሻሺ𝜋ሻ ൌ 0, 
𝑓ሺଵ଴ሻሺെ𝜋ሻ ് 0, 𝑓ሺଵ଴ሻሺ𝜋ሻ. 𝑓ሺଵ଴ሻሺ𝑥ሻ — четная, значит порядок убывания коэффициентов Фурье 
𝑓ሺଵ଴ሻሺ𝑥ሻ равен 2, значит порядок убывания коэффициентов Фурье 𝑓ሺଽሻሺ𝑥ሻ равен 3,…, порядок 
убывания коэффициентов Фурье 𝑓ሺ𝑥ሻ равен 12. 

г) 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ sinଶ 𝑥, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺെ𝑥ሻ, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎଴ ൅ ∑ 𝑎௡ cos 𝑛𝑥ஶ
௡ୀଵ . 

𝑎଴ ൌ
1
𝜋

නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ sinଶ 𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

൑ 0; 

𝑎௡ ൌ
2
𝜋

නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ sinଶ 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
1
𝜋

නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻሺ1 െ cos 2𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ 

ൌ
1
𝜋

ቌනሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

െ නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ cos 2𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ 

ൌ
1
𝜋

ቌනሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

െ නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ
cosሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑥 ൅ cosሺ𝑛 െ 2ሻ𝑥

2

గ

଴

ቍ ൌ 

ൌ
1
𝜋

ቌනሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

െ
1
2

නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ cosሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

െ
1
2

නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ cosሺ𝑛 െ 2ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ  

නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
ሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ sin 𝑛𝑥

𝑛
ቤ

଴

గ

െ න 2𝑥
sin 𝑛𝑥

𝑛
𝑑𝑥

గ

଴

ൌ െ
1
𝑛

න 2𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ 

ൌ
2
𝑛

න 𝑥𝑑 ቀ
cos 𝑛𝑥

𝑛
ቁ

గ

଴

ൌ
2

𝑛ଶ ቌ𝑥 cos 𝑛𝑥|଴
గ െ න cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ
2

𝑛ଶ 𝜋ሺെ1ሻ௡; 

නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ cosሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ𝑑
sinሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑥

𝑛 ൅ 2

గ

଴

ൌ ሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ
sinሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑥

𝑛 ൅ 2
ቤ

଴

గ

െ 

െ න
sinሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑥

𝑛 ൅ 2
⋅ 2𝑥𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2

𝑛 ൅ 2
න 𝑥𝑑 ቆ

cosሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑥
𝑛 ൅ 2

ቇ

గ

଴

ൌ 



ൌ
2

ሺ𝑛 ൅ 2ሻଶ ቌ𝑥 cosሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑥|଴
గ െ න cosሺ𝑛 ൅ 2ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ
2

ሺ𝑛 ൅ 2ሻଶ 𝜋ሺെ1ሻ௡; 

නሺ𝑥ଶ െ 𝜋ଶሻ cosሺ𝑛 െ 2ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2

ሺ𝑛 െ 2ሻଶ 𝜋ሺെ1ሻ௡; 

ൌ
1
𝜋

൬
2

𝑛ଶ 𝜋ሺെ1ሻ௡ െ
1

ሺ𝑛 ൅ 2ሻଶ 𝜋ሺെ1ሻ௡ െ
1

ሺ𝑛 െ 2ሻଶ 𝜋ሺെ1ሻ௡൰ ൌ ሺെ1ሻ௡ ቆ
4ሺ𝑛 ൅ 1ሻ

𝑛ଶሺ𝑛 ൅ 2ሻଶ ൅
4ሺ𝑛 െ 1ሻ

𝑛ଶሺ𝑛 െ 2ሻଶቇ ൌ 

ൌ
4ሺെ1ሻ௡

𝑛ଶ ⋅
ሺ𝑛 ൅ 1ሻሺ𝑛ଶ െ 4𝑛 ൅ 4ሻ ൅ ሺ𝑛 െ 1ሻሺ𝑛ଶ ൅ 4𝑛 ൅ 4ሻ

ሺ𝑛 െ 2ሻଶሺ𝑛 ൅ 2ሻଶ ൌ
4ሺെ1ሻ௡ሺ2𝑛ଷ ൅ 2𝑛ଶሻ
𝑛ଶሺ𝑛 െ 2ሻଶሺ𝑛 ൅ 2ሻଶ ൌ 

ൌ
8ሺെ1ሻ௡ሺ𝑛 ൅ 1ሻ

ሺ𝑛ଶ െ 4ሻଶ . 

Значит порядок убывания коэффициентов равен 3. 

22.121. Проинтегрировав почленно разложение 

෍
sin 𝑛𝑥

𝑛

ஶ

௡ୀଵ

ൌ
𝜋 െ 𝑥

2
,    0 ൏ 𝑥 ൏ 2𝜋, 

получим формулу 

෍
cos 𝑛𝑥

𝑛ଶ

ஶ

௡ୀଵ

ൌ
1
4

𝑥ଶ െ
𝜋
2

𝑥 ൅
𝜋ଶ

6
. 

Проинтегрировав, получаем 

െ ෍
cos 𝑛𝑥

𝑛ଶ

ஶ

௡ୀଵ

ൌ െ
1
4

𝑥ଶ ൅
𝜋
2

𝑥 െ 𝐶. 

Подставив 𝑥 ൌ 0 находим 

𝐶 ൌ ෍
1

𝑛ଶ

ஶ

௡ୀଵ

ൌ
𝜋ଶ

6
, 

откуда получаем требуемое. 

22.116. С помощью равенства Парсеваля 

2𝑎଴
ଶ ൅ ෍ሺ𝑎௡

ଶ ൅ 𝑏௡
ଶሻ

ஶ

௡ୀଵ

ൌ
1
𝜋

න 𝑓ଶሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

గ

ିగ

 

вычислим суммы рядов 𝑆ଵ ൌ ∑ 𝑛ିସஶ
௡ୀଵ , 𝑆ଶ ൌ ∑ 𝑛ି଺ஶ

௡ୀଵ . Имеем 

𝑥 ൌ 2 ෍
ሺെ1ሻ௡ାଵ

𝑛
sin 𝑛𝑥

ஶ

௡ୀଵ

; 

𝑥ଶ ൌ
𝜋ଶ

3
൅ 4 ෍

ሺെ1ሻ௡

𝑛ଶ cos 𝑛𝑥

ஶ

௡ୀଵ

; 



𝑥ଷ ൌ 2 ෍
ሺെ1ሻ௡ାଵሺ6 െ 𝜋ଶ𝑛ଶሻ

𝑛ଷ sin 𝑛𝑥

ஶ

௡ୀଵ

. 

Значит 

2𝜋ସ

9
൅ 16 ෍

1
𝑛ସ

ஶ

௡ୀଵ

ൌ
1
𝜋

න 𝑥ସ𝑑𝑥

గ

ିగ

⟺ 𝑆ଵ ൌ
1

16
ቆ

2𝜋ସ

5
െ

2𝜋ସ

9
ቇ ൌ

𝜋ସ

90
; 

4 ෍
36 െ 12𝜋ଶ𝑛ଶ ൅ 𝜋ସ𝑛ସ

𝑛଺

ஶ

௡ୀଵ

ൌ
1
𝜋

න 𝑥଺𝑑𝑥

గ

ିగ

⟺ 144𝑆ଶ െ 48𝜋ଶ𝑆ଵ ൅ 4𝜋ସ ⋅
𝜋ଶ

6
ൌ

2𝜋଺

7
⟺ 𝑆ଶ ൌ

𝜋଺

945
. 

16.48.1. Покажем, что ряд ∑ ሺെ1ሻ௡ஶ
௡ୀ଴  суммируется методом Чезаро, найдя 𝜎௡ и 𝜎: 

𝑆௡ ൌ ෍ሺെ1ሻ௞

௡

௞ୀ଴

ൌ
1 ൅ ሺെ1ሻ௡

2
;    𝜎௡ ൌ

1
𝑛 ൅ 1

෍ 𝑆௞

௡

௞ୀ଴

ൌ
1

𝑛 ൅ 1
ቆ

𝑛 ൅ 1
2

൅
1 ൅ ሺെ1ሻ௡

4
ቇ ൌ

1
2

൅
1 ൅ ሺെ1ሻ௡

4ሺ𝑛 ൅ 1ሻ
. 

Отсюда видно, что 𝜎௡ → 𝜎 ൌ 1/2 . 

16.48.3. То же самое, но для ряда ∑ sin 𝑛𝜃ஶ
௡ୀ଴ , 0 ൏ |𝜃| ൏ 𝜋: 

𝑆௡ ൌ ෍ sin 𝑘𝜃

௡

௞ୀ଴

ൌ ෍
𝑒௜௞ఏ െ 𝑒ି௜௞ఏ

2𝑖

௡

௞ୀ଴

ൌ
1
2𝑖

ቆ
𝑒௜ሺ௡ାଵሻఏ െ 1

𝑒௜ఏ െ 1
െ

𝑒ି௜ሺ௡ାଵሻఏ െ 1
𝑒ି௜ఏ െ 1

ቇ ൌ 

ൌ
1
2𝑖

⋅
𝑒௜ሺ௡ାଵሻఏ െ 1 ൅ 𝑒ି௜௡ఏ െ 𝑒௜ఏ

𝑒௜ఏ െ 1
; 

𝜎௡ ൌ
1

𝑛 ൅ 1
෍ 𝑆௞

௡

௞ୀ଴

ൌ
1

𝑛 ൅ 1
෍

1
2𝑖

⋅
𝑒௜ሺ௞ାଵሻఏ െ 1 ൅ 𝑒ି௜௞ఏ െ 𝑒௜ఏ

𝑒௜ఏ െ 1

௡

௞ୀ଴

ൌ 

ൌ
1

2𝑖ሺ𝑛 ൅ 1ሻሺ𝑒௜ఏ െ 1ሻ
ቆെሺ𝑛 ൅ 1ሻ൫1 ൅ 𝑒௜ఏ൯ ൅ 𝑒௜ఏ ⋅

𝑒௜ሺ௡ାଵሻఏ െ 1
𝑒௜ఏ െ 1

൅
𝑒ି௜ሺ௡ାଵሻఏ െ 1

𝑒ି௜ఏ െ 1
ቇ ൌ 

ൌ െ
𝑒௜ఏ ൅ 1

2𝑖ሺ𝑒௜ఏ െ 1ሻ
൅

1
2𝑖ሺ𝑛 ൅ 1ሻሺ𝑒௜ఏ െ 1ሻ

⋅
𝑒ି௜ሺ௡ାଵሻఏ െ 𝑒௜ሺ௡ାଵሻఏ

𝑒ି௜ఏ െ 1
ൌ 

ൌ
𝑒௜ఏ െ 𝑒ି௜ఏ

2𝑖ሺ2 െ 𝑒௜ఏ െ 𝑒ି௜ఏሻ
െ

1
𝑛 ൅ 1

sinሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝜃 ⋅
1

2 െ 𝑒௜ఏ െ 𝑒ି௜ఏ ൌ
sin 𝜃

2ሺ1 െ cos 𝜃ሻ
െ

sinሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝜃
2ሺ𝑛 ൅ 1ሻሺ1 െ cos 𝜃ሻ

ൌ 

ൌ
ሺ𝑛 ൅ 1ሻ sin 𝜃 െ sinሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝜃

2ሺ1 െ cos 𝜃ሻሺ𝑛 ൅ 1ሻ
ൌ

sin 𝜃
2ሺ1 െ cos 𝜃ሻ

െ
sinሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝜃

4 sinଶ 𝜃 2⁄ ሺ𝑛 ൅ 1ሻ
ൌ 

ൌ
1
2

ctg
𝜃
2

െ
sinሺ𝑛 ൅ 1ሻ𝜃

4 sinଶ 𝜃 2⁄ ሺ𝑛 ൅ 1ሻ
. 

𝜎௡ → 𝜎 ൌ
1
2

ctg
𝜃
2

. 

Т 3. Докажем связи между разными видами сходимости. 

𝑓௡ ⇉ 𝑓 ⟹ 𝑓௡ ௅మ
→ 𝑓 . Пусть 𝑓௡ ⇉ 𝑓 на ሾ𝑎, 𝑏ሿ. Тогда 

∀𝜀ଵ ൐ 0 ∃𝑁: ∀𝑛 ൒ 𝑁 ∀𝑥 ∈ ሾ𝑎, 𝑏ሿ |𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ| ൏ 𝜀ଵ. 



Значит 

‖𝑓௡ െ 𝑓‖ ൌ ቌන൫𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ൯
ଶ

𝑑𝑥

௕

௔

ቍ

ଵ
ଶ

൑ ቌන 𝜀ଵ
ଶ𝑑𝑥

௕

௔

ቍ

ଵ
ଶ

ൌ 𝜀ଵ√𝑏 െ 𝑎 ൌ 𝜀 

и ‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅మ
→ 0. 

𝑓௡ ௅మ
→ 𝑓 ⟹ 𝑓௡ ௅భ

→ 𝑓 . Имеем, что 

න|𝑢𝑣|𝑑𝑥

௕

௔

൑ ቌන 𝑢ଶ

௕

௔

ቍ

ଵ
ଶ

ቌන 𝑣ଶ

௕

௔

ቍ

ଵ
ଶ

. 

Положим 𝑢 ൌ 𝑓௡ െ 𝑓, 𝑣 ൌ 1. Тогда 

න|𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑥

௕

௔

൑ √𝑏 െ 𝑎 ቌන|𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|ଶ𝑑𝑥

௕

௔

ቍ

ଵ
ଶ

⟹ ‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅భ
൑ √𝑏 െ 𝑎‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅మ

. 

Значит при ‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅మ
→ 0 имеем ‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅భ

, ч.т.д. 

𝑓௡ ⇉ 𝑓 ⟹ 𝑓௡ поточечно
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑓 . Имеем 

∀𝜀 ൐ 0 ∃𝑁: ∀𝑛 ൒ 𝑁 ∀𝑥 ∈ ሾ𝑎, 𝑏ሿ |𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ| ൏ 𝜀. 

Значит 

∀𝑥 ∈ ሾ𝑎, 𝑏ሿ ∀𝜀 ൐ 0 ∃𝑁: ∀𝑛 ൒ 𝑁 |𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ| ൏ 𝜀 

и 𝑓௡ሺ𝑥ሻ → 𝑓ሺ𝑥ሻ при 𝑛 → ∞. 

𝑓௡ поточечно
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑓 ⇏ 𝑓௡ ⇉ 𝑓 . Положим 

𝑓௡ሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ൤0,

1
𝑛

൨ ,

2 െ 𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ൬
1
𝑛

,
2
𝑛

൨

0, 𝑥 ∈ ൬
2
𝑛

, 1൨

, 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0, 𝑥 ∈ ሾ0, 1ሿ. Тогда 𝑓௡ሺ𝑥ሻ → 𝑓ሺ𝑥ሻ ∀𝑥 ∈ ሾ0, 1ሿ. Но 𝑓௡ሺ1/𝑛ሻ ൌ 1, следовательно 

∃𝜀 ൌ 1: ∀𝑁 ∃𝑛 ൒ 𝑁 ∃𝑥 ൌ 1/𝑛 ∈ ሾ0, 1ሿ: |𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ| ൒ 𝜀 ൌ 1. 

𝑓௡ поточечно
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑓 ⇏ 𝑓௡ ௅భ

→ 𝑓 . Положим 

𝑓௡ሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑛ଶ𝑥, 𝑥 ∈ ൤0,

1
𝑛

൨ ,

2𝑛 െ 𝑛ଶ𝑥, 𝑥 ∈ ൬
1
𝑛

,
2
𝑛

൨

0, 𝑥 ∈ ൬
2
𝑛

, 1൨

, 



𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0, 𝑥 ∈ ሾ0, 1ሿ. Тогда 𝑓௡ሺ𝑥ሻ → 𝑓ሺ𝑥ሻ ∀𝑥 ∈ ሾ0, 1ሿ. Но 

‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅భ
ൌ න|𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ න 𝑓௡ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ଶ
௡

଴

ൌ 1. 

𝑓௡ поточечно
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑓 ⇏ 𝑓௡ ௅మ

→ 𝑓 . Определим 𝑓ሺ𝑥ሻ, 𝑓௡ሺ𝑥ሻ те же. Тогда 𝑓௡ሺ𝑥ሻ → 𝑓ሺ𝑥ሻ ∀𝑥 ∈ ሾ0, 1ሿ. Но 

‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅మ
ଶ ൌ න|𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ න 𝑓௡ሺ𝑥ሻଶ𝑑𝑥

ଶ
௡

଴

ൌ 2 නሺ𝑛ଶ𝑥ሻଶ𝑑𝑥

ଵ
௡

଴

ൌ 2𝑛ସ ⋅
1

3𝑛ଷ ൌ
2
3

𝑛 → ∞. 

𝑓௡ ௅మ
→ 𝑓 ⇏ 𝑓௡ ⇉ 𝑓 . Положим 

𝑓௡ሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ൤0,

1
𝑛

൨ ,

2 െ 𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ൬
1
𝑛

,
2
𝑛

൨

0, 𝑥 ∈ ൬
2
𝑛

, 1൨

, 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0, 𝑥 ∈ ሾ0, 1ሿ. Тогда 

‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅మ
ଶ ൌ න|𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|ଶ𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ න 𝑓௡ሺ𝑥ሻଶ𝑑𝑥

ଶ
௡

଴

ൌ 2 නሺ𝑛𝑥ሻଶ𝑑𝑥

ଵ
௡

଴

ൌ 2𝑛ଶ ⋅
1

3𝑛ଷ ൌ
2

3𝑛
→ 0. 

Но 𝑓௡ሺ1/𝑛ሻ ൌ 1, следовательно 𝑓௡ не сходится к 𝑓 равномерно. 

𝑓௡ ௅భ
→ 𝑓 ⇏ 𝑓௡ поточечно

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑓 . Положим 

𝑓௡ሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎪
⎧ 0, 𝑥 ∈ ൤െ1, െ

1
𝑛

൨ ,

1 ൅ 𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ൬െ
1
𝑛

, 0൨ ,

1 െ 𝑛𝑥, 𝑥 ∈ ൬0,
1
𝑛

൨ ,

0, 𝑥 ∈ ൬
1
𝑛

, 1൨

, 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0, 𝑥 ∈ ሾെ1, 1ሿ. Тогда 

‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅భ
ൌ න|𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑥

ଵ

ିଵ

ൌ න 𝑓௡ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ଵ
௡

ି
ଵ
௡

ൌ 2 නሺ1 െ 𝑛𝑥ሻ𝑑𝑥

ଵ
௡

଴

ൌ
1
𝑛

→ 0․ 

Но 𝑓௡ ↛ 𝑓 поточечно, поскольку 𝑓௡ሺ0ሻ ൌ 1, 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0. 

𝑓௡ ௅మ
→ 𝑓 ⇏ 𝑓௡ поточечно

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑓 . 𝑓௡ሺ𝑥ሻ и 𝑓ሺ𝑥ሻ те же. Тогда 



‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅మ
ଶ ൌ න|𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|ଶ𝑑𝑥

ଵ

ିଵ

ൌ න 𝑓௡ሺ𝑥ሻଶ𝑑𝑥

ଵ
௡

ି
ଵ
௡

ൌ 2 නሺ1 െ 𝑛𝑥ሻଶ𝑑𝑥

ଵ
௡

଴

ൌ 2 ቆ𝑥 െ 𝑛𝑥ଶ ൅
𝑛ଶ𝑥ଷ

3
ቇቤ

଴

ଵ
௡

ൌ 

ൌ 2 ൬
1
𝑛

െ
1
𝑛

൅
1

3𝑛
൰ ൌ

2
3𝑛

→ 0. 

Но 𝑓௡ ↛ 𝑓 поточечно, поскольку 𝑓௡ሺ0ሻ ൌ 1, 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0. 

𝑓௡ ௅భ
→ 𝑓 ⇏ 𝑓௡ ௅మ

→ 𝑓 . Положим 

𝑓௡ሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎪
⎧ 0, 𝑥 ∈ ൤െ1, െ

1
𝑛

൨ ,

𝑛
ଵ
ଶሺ1 ൅ 𝑛𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ൬െ

1
𝑛

, 0൨ ,

𝑛
ଵ
ଶሺ1 െ 𝑛𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ൬0,

1
𝑛

൨ ,

0, 𝑥 ∈ ൬
1
𝑛

, 1൨

, 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0, 𝑥 ∈ ሾെ1, 1ሿ. Тогда 

‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅భ
ൌ න|𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|𝑑𝑥

ଵ

ିଵ

ൌ න 𝑓௡ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ଵ
௡

ି
ଵ
௡

ൌ 2 න 𝑛
ଵ
ଶሺ1 െ 𝑛𝑥ሻ𝑑𝑥

ଵ
௡

଴

ൌ
1

𝑛
ଵ
ଶ

→ 0. 

Но 

‖𝑓௡ െ 𝑓‖௅మ
ଶ ൌ න|𝑓௡ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ|ଶ𝑑𝑥

ଵ

ିଵ

ൌ න 𝑓௡ሺ𝑥ሻଶ𝑑𝑥

ଵ
௡

ି
ଵ
௡

ൌ 2𝑛 නሺ1 െ 𝑛𝑥ሻଶ𝑑𝑥

ଵ
௡

଴

ൌ
2
3

. 

18.97. Докажем, что подпространство непрерывно дифференцируемых функций пространства 
𝐶ሾ𝑎; 𝑏ሿ не является полным. Определим 

𝑓௡ሺ𝑥ሻ ൌ ൞
2
𝑛

൅ ඨ
2

𝑛ଶ െ 𝑥ଶ, если 𝑥 ∈ ൤െ
1
𝑛

,
1
𝑛

൨

|𝑥|, иначе

, 

т.е. функции 𝑓௡ состоят из куска окружности и двух лучей, лежащих в |𝑥|, причем 
последовательность ሼ𝑓௡ሽ фундаментальна и приближается к |𝑥|, но не сходится в пространстве 
𝐶ሾ𝑎; 𝑏ሿ, поскольку |𝑥| ∉ 𝐶ሾ𝑎; 𝑏ሿ. 

19.116.1. В подпространстве 𝐶∗ሾെ𝜋, 𝜋ሿ пространства 𝐶ሾെ𝜋, 𝜋ሿ, состоящем из таких функций 𝑥ሺ𝑡ሻ, 
что 𝑥ሺെ𝜋ሻ ൌ 𝑥ሺ𝜋ሻ, система 

ሼ1; cos 𝑥 ; sin 𝑥 ; … ; cos 𝑛𝑥 ; sin 𝑛𝑥 ; … ሽ 

полна, а система 

ሼ1; cos 𝑥 ; cos 2𝑥 ; … ; cos 𝑛𝑥 ; … ሽ 

не полна. 



Теорема Вейерштрасса о приближении непрерывных функций тригонометрическими 
многочленами: 

Пусть 𝑓ሺ𝑥ሻ непрерывна на ሾെ𝑙, 𝑙ሿ, 𝑙 ൐ 0 и 𝑓ሺ𝑙ሻ ൌ 𝑓ሺെ𝑙ሻ. Тогда ∀𝜀 ൐ 0 существует 
тригонометрический многочлен 

𝑇ሺ𝑥ሻ ൌ
𝐴଴

2
൅ ෍ ൬𝐴௞ cos

𝜋𝑘𝑥
𝑙

൅ 𝐵௞ sin
𝜋𝑘𝑥

𝑙
൰

ே

௞ୀଵ

 

такой, что при всех 𝑥 ∈ ሾെ𝑙, 𝑙ሿ выполняется неравенство |𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑇ሺ𝑥ሻ| ൏ 𝜀. При этом, если 𝑓ሺ𝑥ሻ 
четна, то 𝑇ሺ𝑥ሻ можно выбрать в виде 

𝑇ሺ𝑥ሻ ൌ
𝐴଴

2
൅ ෍ 𝐴௞ cos

𝜋𝑘𝑥
𝑙

ே

௞ୀଵ

, 

а если нечетна, то в виде 

𝑇ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝐵௞ sin
𝜋𝑘𝑥

𝑙

ே

௞ୀଵ

. 

В этой теореме следует положить 𝑙 ൌ 𝜋 и получим первую часть задачи. 

Для второй части задачи положим 𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ sin 𝑡. Функция эта нечетная и поэтому по косинусам 
разложена быть не может. 

19.116.2. В подпространстве пространства 𝐶ሾ0, 𝜋/2ሿ функций, удовлетворяющих условию 𝑓ሺ0ሻ ൌ
0, система ሼsin 𝑥 ; sin 3𝑥 ; … ; sinሺ2𝑛 ൅ 1ሻ𝑥 ; … ሽ полна. 

Продолжим функцию на ሾെ𝜋, 𝜋ሿ: 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ и 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ. Тогда 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝑏௞ sin 𝑘𝑥ஶ
௞ୀଵ . 

𝑏௞ ൌ
2
𝜋

න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ

గ
ଶ ⎠

⎞ተተ

௬ୀగି௫

ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

൅ න 𝑓ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ sin 𝑘ሺ𝜋 െ 𝑦ሻ 𝑑ሺെ𝑦ሻ

଴

గ
ଶ ⎠

⎞ ൌ 

ൌ
2
𝜋

⎝

⎛න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

െ ሺെ1ሻ௞ න 𝑓ሺ𝑦ሻ sin 𝑘𝑦 𝑑𝑦

గ
ଶ

଴
⎠

⎞ ൌ
2
𝜋

ሾ1 െ ሺെ1ሻ௞ሿ න 𝑓ሺ𝑥ሻ sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

. 

𝑏ଶ௡ ൌ 0 ⟹ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑏ଶ௡ାଵ sinሺ2𝑛 ൅ 1ሻ𝑥

ஶ

௞ୀଵ

. 

Значит по теореме Фейера 𝑓ሺ𝑥ሻ разлагается по синусам нечетных дуг и система нечетных дуг 
синусов полна в пространстве 𝐶ሾ0, 𝜋/2ሿ, удовлетворяющих условию 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0. 

Т 5. Полна ли система функций ሼ𝑥, 𝑥ଷ, … , 𝑥ଶ௡ାଵ, … ሽ в пространстве а) 𝐶ሺሾ1, 2ሿሻ, б) 𝐶ሺሾ0, 1ሿሻ. 

а) Берем функцию из 𝐶ሺሾ1, 2ሿሻ и непрерывно продолжаем ее на отрезок ሾെ2, 1ሿ так, чтобы она была 
нечетной на ሾെ2, 2ሿ. Мы можем приблизить ее суммами Фейера, содержащими только синусы в 



𝐶ሺሾെ2, 2ሿሻ. Каждый из синусов представляем конечной суммой степенного ряда, содержащей 
лишь нечетные степени 𝑥. Это возможно в силу того, что радиус сходимости степенного ряда 
синуса равен бесконечности. Таким образом мы строим многочлен, состоящий из нечетных 
степеней 𝑥, приближающий нашу функцию в 𝐶ሺሾ1, 2ሿሻ. Это значит, что наша система полна в 
𝐶ሺሾ1, 2ሿሻ. 

б) Система нечетных степеней 𝑥 не будет полной в 𝐶ሺሾ0, 1ሿሻ, ибо функцию 𝑓 ൌ 1 нельзя 
приблизить нечетными степенями, так как любой многочлен, составленный из них при 𝑥 ൌ 0 
обращается в нуль. 



Второе задание 
I. Собственные интегралы, зависящие от параметра. 

13.2.5. Найдем предел 

lim
ఈ→଴

න 𝑓ሺ𝑥, 𝛼ሻ𝑑𝑥

గ

଴

ൌ lim
ఈ→଴

න 𝑥 cosሺ1 ൅ 𝛼ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

. 

Функция 𝑓ሺ𝑥, 𝛼ሻ непрерывна в прямоугольнике ሼሺ𝑥, 𝛼ሻ|0 ൑ 𝑥 ൑ 𝜋,െ1 ൑ 𝛼 ൑ 1ሽ, поэтому 

lim
ఈ→଴

න 𝑓ሺ𝑥, 𝛼ሻ𝑑𝑥

గ

଴

ൌ න lim
ఈ→଴

𝑥 cosሺ1 ൅ 𝛼ሻ𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ න 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ 𝑥 sin 𝑥|଴
గ െ න sin 𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ െ2 . 

13.14.2. Найдем Φᇱሺ𝛼ሻ, если 

Φሺ𝛼ሻ ൌ න
sin 𝛼𝑥
𝑥

𝑑𝑥

ଶఈ

ఈ

. 

Функции 𝑓ሺ𝑥, 𝛼ሻ ൌ
ୱ୧୬ఈ௫

௫
 и 

డ௙ሺ௫,ఈሻ

డఈ
ൌ cos 𝛼𝑥 непрерывны на всей плоскости, кроме прямой 𝑥 ൌ 0, а функции 

𝜑ሺ𝛼ሻ ൌ 𝛼 и 𝜓ሺ𝛼ሻ ൌ 2𝛼 дифференцируемы на этом множестве, а также значения функций 𝜑,𝜓 принадлежат 
этому множеству при 𝛼 ് 0, поэтому 

Φᇱሺ𝛼ሻ ൌ 2
sin 2𝛼ଶ

2𝛼
െ
sin𝛼ଶ

𝛼
൅ න cos𝛼𝑥 𝑑𝑥

ଶఈ

ఈ

ൌ
sin 2𝛼ଶ

𝛼
െ
sin𝛼ଶ

𝛼
൅
sin 2𝛼ଶ െ sin 𝛼ଶ

𝛼
ൌ

2
𝛼
ሺsin 2𝛼ଶ െ sin 𝛼ଶሻ . 

13.17. Вычислим интеграл (𝛼 ൐ 0): 

𝐽ሺ𝛼ሻ ൌ න
𝑑𝑥

ሺ𝑥ଶ ൅ 𝛼ଶሻଶ

௕

଴

. 

Функции 𝑓ሺ𝑥, 𝛼ሻ ൌ
ଵ

௫మାఈమ
 и 

డ௙ሺ௫,ఈሻ

డఈ
ൌ െ

ଶఈ

௫మାఈమ
 непрерывны на ℝ ∖ ሼሺ0, 0ሻሽ, поэтому 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න
𝑑𝑥

𝑥ଶ ൅ 𝛼ଶ

௕

଴

ൌ
1
𝛼
න

𝑑 ቀ
𝑥
𝛼ቁ

ቀ
𝑥
𝛼ቁ

ଶ
൅ 1

௕
ఈ

଴

ൌ
1
𝛼
arctg

𝑏
𝛼

 

𝐼ᇱሺ𝛼ሻ ൌ නെ
2𝛼𝑑𝑥

ሺ𝑥ଶ ൅ 𝛼ଶሻଶ

௕

଴

ൌ െ2𝛼𝐽ሺ𝛼ሻ 

𝐽ሺ𝛼ሻ ൌ െ
1
2𝛼

൬
1
𝛼
arctg

𝑏
𝛼
൰
ఈ

ᇱ

ൌ െ
1
2𝛼

൬െ
1
𝛼ଶ

arctg
𝑏
𝛼
െ
1
𝛼
⋅

𝑏
𝑏ଶ ൅ 𝛼ଶ

൰ ൌ
1
2𝛼ଷ

arctg
𝑏
𝛼
൅

1
2𝛼ଶ

⋅
𝑏

𝑏ଶ ൅ 𝛼ଶ
. 

15.1.3. Применяя формулу Фруллани, вычислим интеграл 

න
𝑒ି௔௫

మ
െ 𝑒ି௕௫

మ

𝑥
𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ |𝑥ଶ ൌ 𝑡| ൌ න
𝑒ି௔௧ െ 𝑒ି௕௧

2𝑡
𝑑𝑡

ାஶ

଴

ൌ
1
2
ln
𝑏
𝑎
. 

  



II. Несобственные интегралы, зависящие от параметра. 

14.1.1. Докажем, что интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится равномерно на множестве 𝐸 ൌ ሾ𝛼଴,൅∞ሻ, 𝛼଴ ൐ 1: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න
𝑑𝑥
𝑥ఈ

ାஶ

ଵ

. 

Поскольку ቚ
ଵ

௫ഀ
ቚ ൑

ଵ

௫ഀబ
 и интеграл 𝐼ሺ𝛼଴ሻ сходится, то по признаку Вейерштрасса 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится на ሾ𝛼଴, ൅∞ሻ. 

Покажем, что при 𝐸 ൌ ሺ1,൅∞ሻ интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится неравномерно по 𝛼 на 𝐸. Действительно, положим 

𝜂௡ ൌ 2௡, 𝛼௡ ൌ 1 ൅
ଵ

௡
, тогда 

න
𝑑𝑥
𝑥ఈ೙

ାஶ

ఎ೙

ൌ
𝜂௡
ଵିఈ೙

1 െ 𝛼௡
ൌ െ

𝑛
2 ௡→ାஶ
ሱ⎯⎯⎯ሮ െ∞, 

и, следовательно 

sup
ఈ∈ா

ቮන
𝑑𝑥
𝑥ఈ

ାஶ

ఎ

ቮ ↛ 0. 

14.1.2. Докажем, что интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится равномерно на множестве 𝐸 ൌ ሺ0, 𝛼଴ሻ, 𝛼଴ ൏ 1: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න
𝑑𝑥
𝑥ఈ

ଵ

଴

. 

Поскольку ቚ
ଵ

௫ഀ
ቚ ൑

ଵ

௫ഀబ
 и интеграл 𝐼ሺ𝛼଴ሻ сходится, то по признаку Вейерштрасса 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится на ሺ0, 𝛼଴ሻ. 

Покажем, что при 𝐸 ൌ ሺ0, 1ሻ интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится неравномерно по 𝛼 на 𝐸. Действительно, положим 𝜂௡ ൌ
ଵ

ଶ೙
, 𝛼௡ ൌ 1 െ

ଵ

௡
, тогда 

න
𝑑𝑥
𝑥ఈ೙

ఎ೙

଴

ൌ
𝜂௡
ଵିఈ೙

1 െ 𝛼௡
ൌ
𝑛
2 ௡→ାஶ
ሱ⎯⎯⎯ሮ ൅∞, 

и, следовательно 

sup
ఈ∈ா

ቮන
𝑑𝑥
𝑥ఈ

ఎ

଴

ቮ ↛ 0. 

14.6.3. Докажем, что интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится равномерно на множестве 𝐸ଵ ൌ ሺെ∞, 0ሿ и сходится 
неравномерно на множестве 𝐸ଶ ൌ ሾ0,൅∞ሻ: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න
𝑑𝑥

4 ൅ ሺ𝑥 െ 𝛼ሻ଺

ାஶ

଴

. 

Поскольку 0 ൑ 𝐼ሺ𝛼ሻ ൑ ׬
ௗ௫

ସା௫ల
ାஶ
଴  и ׬

ௗ௫

ସା௫ల
ାஶ
଴  сходится, то по признаку Вейерштрасса 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится на 𝐸ଵ. 

При 𝛼 ∈ 𝐸ଶ положим 𝛼௡ ൌ 𝜂௡ ൌ 2௡. Тогда 

න
𝑑𝑥

4 ൅ ሺ𝑥 െ 𝛼௡ሻ଺

ାஶ

ఎ೙

ൌ න
𝑑𝑡

4 ൅ 𝑡଺

ାஶ

ఎ೙ିఈ೙

ൌ න
𝑑𝑡

4 ൅ 𝑡଺

ାஶ

଴

൐ 0. 

Значит, 



sup
ఈ∈ாమ

ቮ න
𝑑𝑥

4 ൅ ሺ𝑥 െ 𝛼௡ሻ଺

ାஶ

ఎ೙

ቮ ↛ 0. 

14.6.4. Докажем, что интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится равномерно на множестве 𝐸ଵ ൌ ሾ0, 2ሿ и сходится неравномерно 
на множестве 𝐸ଶ ൌ ሾ0,൅∞ሻ: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න 𝑒ିሺ௫ିఈሻ
మ
𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 

На 𝐸ଵ имеем 0 ൏ 𝑒ିሺ௫ିఈሻ
మ
൑ 𝑒ିሺ௫ିଶሻ

మାସ, поскольку ሺ𝑥 െ 𝛼ሻଶ െ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ ൅ 4 ൌ 2𝑥ሺ2 െ 𝛼ሻ ൅ 𝛼ଶ ൒ 0, а также 

න 𝑒ିሺ௫ିଶሻ
మାସ𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ 𝑒ସ න 𝑒ି௧
మ
𝑑𝑡

ାஶ

ଶ

 

сходится, следовательно 𝐼ሺ𝛼ሻ тоже сходится по признаку Вейерштрасса. Для 𝐸ଶ положим 𝜂௡ ൌ 𝛼௡ ൌ 2௡, 
тогда 

න 𝑒ିሺ௫ିఈ೙ሻ
మ
𝑑𝑥

ାஶ

ఎ೙

ൌ න 𝑒ି௧
మ
𝑑𝑡

ାஶ

ఎ೙ିఈ೙

ൌ න 𝑒ି௧
మ
𝑑𝑡

ାஶ

଴

൐ 0, 

а значит при 𝜂 → ൅∞ 

sup
ఈ∈ாమ

න 𝑒ିሺ௫ିఈሻ
మ
𝑑𝑥

ାஶ

ఎ

↛ 0. 

14.7.3. Исследуем интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ на равномерную сходимость на множестве 𝐸 ൌ ሺ0,൅∞ሻ: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න √𝛼𝑒ିఈ௫
మ
𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 

Положим 𝛼௡ ൌ 1/𝜂௡, 𝜂௡ ൌ 2௡, тогда 

න ඥ𝛼௡𝑒ିఈ೙௫
మ
𝑑𝑥

ାஶ

ఎ೙

ൌ න 𝑒ି௧
మ
𝑑𝑡

ାஶ

ఈ೙ఎ೙

ൌ න 𝑒ି௧
మ
𝑑𝑡

ାஶ

ଵ

൐ 0, 

а значит при 𝜂 → ൅∞ 

sup
ఈ∈ா

න √𝛼𝑒ିఈ௫
మ
𝑑𝑥

ାஶ

ఎ

↛ 0 

и 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится неравномерно. 

14.7.5. Исследуем интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ на равномерную сходимость на множестве 𝐸 ൌ ℝ: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න sin𝛼 ⋅ 𝑒ିఈ
మ൫ଵା௫మ൯𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 

Положим 𝛼௡ ൌ 1/𝜂௡, 𝜂௡ ൌ 2௡, тогда 

𝐼ሺ𝛼௡, 𝜂௡ሻ ൌ න sin𝛼௡ 𝑒ିఈ೙
మ൫ଵା௫మ൯𝑑𝑥

ାஶ

ఎ೙

ൌ
sin 𝛼௡
𝛼௡

𝑒ିఈ೙
మ
න 𝑒ିఈ೙

మ௫మ𝑑𝑥

ାஶ

ఎ೙

ൌ
sin 𝛼௡
𝛼௡

𝑒ିఈ೙
మ

න 𝑒ି௧
మ
𝑑𝑡

ାஶ

ఈ೙ఎ೙

→ න 𝑒ି௧
మ
𝑑𝑡

ାஶ

ଵ

൐ 0. 



Значит sup
ఈ∈ா

𝐼ሺ𝛼, 𝜂ሻ ↛ 0 при 𝜂 → ൅∞ и интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится неравномерно. 

14.7.6. Исследуем интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ на равномерную сходимость на множестве 𝐸 ൌ ሺ0, 2ሻ: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න sin
1
𝑥
⋅
𝑑𝑥
𝑥ఈ

ାஶ

଴

. 

Заменим 𝑡 ൌ 1/𝑥: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ െ නsin 𝑡 ⋅ ൬െ
1
𝑡ଶ
൰ 𝑡ఈ𝑑𝑡

ଵ

ାஶ

ൌ න
sin 𝑡
𝑡ଶିఈ

𝑑𝑡

ାஶ

ଵ

. 

Положим 𝜉௡ᇱ ൌ 2𝜋𝑛, 𝜉௡ᇱᇱ ൌ 2𝜋𝑛 ൅ 𝜋, 𝛼௡ ൌ 2 െ logଶగ௡ାగ 2, тогда 

න
sin 𝑥
𝑥ଶିఈ೙

𝑑𝑥

క೙ᇲᇲ

క೙
ᇲ

ൌ න
sin 𝑥
𝑥ଶିఈ೙

𝑑𝑥

ଶగ௡ାగ

ଶగ௡

൒
1

ሺ2𝜋𝑛 ൅ 𝜋ሻଶିఈ೙
න sin 𝑥 𝑑𝑥

ଶగ௡ାగ

ଶగ௡

ൌ 1, 

а значит по критерию Коши 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится неравномерно. 

14.8.2. Исследуем интеграл 𝐼ሺ𝛼ሻ на равномерную сходимость на множестве 𝐸 ൌ ሾ0, 1ሿ: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න
sin𝛼𝑥

ඥ|𝑥 െ 𝛼|
𝑑𝑥

ଵ

଴

. 

Имеем ฬ
ୱ୧୬ ఈ௫

ඥ|௫ିఈ|
ฬ ൑

ଵ

ඥ|௫ିఈ|
, также 

න
𝑑𝑥

ඥ|𝑥 െ 𝛼|

ଵ

଴

ൌ න
𝑑𝑥

√𝛼 െ 𝑥

ఈ

଴

൅ න
𝑑𝑥

√𝑥 െ 𝛼

ଵ

ఈ

 

сходится, следовательно, по признаку Вейерштрасса 𝐼ሺ𝛼ሻ сходится равномерно. 

Т 1. Вычислим интеграл Дирихле: 

න
sin𝛼𝑥
𝑥

𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 

Пусть 𝛼 ൐ 0. Рассмотрим интеграл 

Φሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ න 𝑒ିఉ௫
sin 𝛼𝑥
𝑥

𝑑𝑥

ାஶ

଴

, 𝛽 ൐ 0. 

При фиксированном 𝛽 ൐ 0 функция 𝑒ିఉ௫/𝑥 убывает на промежутке ሺ0, ൅∞ሻ, функция sin 𝛼𝑥 при 𝛼 ് 0 имеет 
ограниченную первообразную. Следовательно, интеграл Φሺ𝛼, 𝛽ሻ сходится при 𝛼 ് 0 по признаку Дирихле. 
При 𝛼 ൌ 0 интеграл Φሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ 0. Также, интеграл 

𝐾ሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ න 𝑒ିఉ௫ cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

ାஶ

଴

, 

полученный дифференцированием подынтегральной функции интеграла Φሺ𝛼, 𝛽ሻ по 𝛼, сходится равномерно 
на ℝ по признаку Вейерштрасса. Значит, можно применить правило Лейбница. Получаем 



Φఈ
ᇱ ሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ න 𝑒ିఉ௫ cos 𝛼𝑥 𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ
𝛽

𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ
. 

Интегрируя обратно на отрезке ሾ0, 𝛼ሿ получаем формулу 

Φሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ arctg
𝛼
𝛽
. 

Заметим, что при каждом фиксированном 𝛼 ൐ 0 интеграл Φሺ𝛼, 𝛽ሻ сходится равномерно по 𝛽 на отрезке ሾ0, 1ሿ 
по признаку Дирихле, поскольку функция sin 𝛼𝑥 имеет ограниченную первообразную, а функция 𝑔ሺ𝑥, 𝛽ሻ ൌ
𝑒ିఉ௫/𝑥 монотонно убывает и 𝑔ሺ𝑥, 𝛽ሻ ⇉ 0 при 𝑥 → ൅∞ на отрезке ሾ0, 1ሿ. Отсюда и из непрерывности функции 

𝑒ିఉ௫
ୱ୧୬ఈ௫

௫
 на множестве ሼሺ𝑥, 𝛽ሻ: 0 ൑ 𝑥 ൏ ൅∞, 0 ൑ 𝛽 ൑ 1ሽ следует непрерывность по 𝛽 функции Φሺ𝛼, 𝛽ሻ. 

Значит, 

න
sin 𝛼𝑥
𝑥

𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ lim
ఉ→଴ା

න 𝑒ିఉ௫
sin 𝛼𝑥
𝑥

𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ lim
ఉ→଴ା

arctg
𝛼
𝛽
ൌ
𝜋
2
. 

Учитывая, что 
ୱ୧୬ ఈ௫

௫
 — нечетная по 𝛼 функция, получаем 

න
sin 𝛼𝑥
𝑥

𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ
𝜋
2
sign 𝛼 , 𝛼 ∈ ℝ. 

Вычислим интегралы Лапласа: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න
cos𝛼𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

𝑑𝑥

ାஶ

଴

, 𝐾ሺ𝛼ሻ ൌ න
𝑥 sin 𝛼𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 

Пусть 𝛼 ൐ 0. Так как функция 
ୡ୭ୱఈ௫

ଵା௫మ
 непрерывна при любых 𝛼 и 𝑥, а интеграл 

න
𝜕
𝜕𝛼

ቀ
cos 𝛼𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

ቁ 𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ െන
𝑥 sin 𝛼𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

𝑑𝑥

ାஶ

଴

 

сходится равномерно по 𝛼 на ሾ𝛼଴, ൅∞ሻ, где 𝛼଴ ൐ 0, то применяя правило Лейбница получаем 

𝐼ᇱሺ𝛼ሻ ൌ െන
𝑥 sin𝛼𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 

Складывая это равенство с равенством 

𝜋
2
ൌ න

sin𝛼𝑥
𝑥

𝑑𝑥

ାஶ

଴

, 

где 𝛼 ൐ 0, находим 

𝐼ᇱሺ𝛼ሻ ൅
𝜋
2
ൌ න ൬

sin 𝛼𝑥
𝑥

െ
𝑥 sin 𝛼𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

൰ 𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ න
sin𝛼𝑥

𝑥ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ
𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 

Дифференцируя полученное равенство почленно, имеем 

𝐼ᇱᇱሺ𝛼ሻ ൌ න
cos 𝛼𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 



Таким образом, функция 𝐼ሺ𝛼ሻ удовлетворяет дифференциальному уравнению 𝐼ᇱᇱሺ𝛼ሻ െ 𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ 0, общее 
решение которого имеет вид 𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ 𝐶ଵ𝑒ఈ ൅ 𝐶ଶ𝑒ିఈ. Заметим, что 

|𝐼ሺ𝛼ሻ| ൑ 𝐼ሺ0ሻ ൌ
𝜋
2
. 

Кроме того, 𝑒ିఈ → 0 при 𝛼 → ൅∞, а 𝑒ఈ → ൅∞ при 𝛼 → ൅∞. Отсюда следует, что 𝐶ଵ ൌ 0, т.е. 𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ 𝐶ଶ𝑒ିఈ. 

Полагая 𝛼 ൌ 0 и учитывая, что 𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ
గ

ଶ
, получаем 𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ

గ

ଶ
𝑒ିఈ при 𝛼 ൐ 0. Так как 𝐼ሺ𝛼ሻ четная функция, то 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ
𝜋
2
𝑒ି|ఈ|, 𝛼 ∈ ℝ.  

Выше мы получили, что 𝐼ᇱሺ𝛼ሻ ൌ െ𝐾ሺ𝛼ሻ, а значит 𝐾ሺ𝛼ሻ ൌ
గ

ଶ
𝑒ିఈ при 𝛼 ൐ 0, откуда в силу нечетности 𝐾ሺ𝛼ሻ 

следует, что 

𝐾ሺ𝛼ሻ ൌ
𝜋
2
sign 𝛼 𝑒ି|ఈ|, 𝛼 ∈ ℝ.  

15.1.4. При 𝑎 ൐ 0, 𝑏 ൐ 0 применяя формулу Фруллани вычислим интеграл 

න
𝑥௔ െ 𝑥௕

ln 𝑥
𝑑𝑥

ଵ

଴

. 

Заменим 𝑥 ൌ 𝑒ି௧: 

න
𝑥௔ െ 𝑥௕

ln 𝑥
𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ න
𝑒ି௔௧ െ 𝑒ି௕௧

െ𝑡
⋅ ሺെ𝑒ି௧ሻ𝑑𝑡

଴

ାஶ

ൌ െන
𝑒ିሺ௔ାଵሻ௧ െ 𝑒ିሺ௕ାଵሻ௧

𝑡
𝑑𝑡

ାஶ

଴

ൌ െ ln
𝑏 ൅ 1
𝑎 ൅ 1

ൌ ln
𝑎 ൅ 1
𝑏 ൅ 1

. 

15.2.4. Используя интеграл Дирихле, вычислим интеграл 

න
sin 𝑥ଷ

𝑥
𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ ቤ
𝑥ଷ ൌ 𝑡

𝑥 ൌ 𝑡
ଵ
ଷ
ቤ ൌ න

sin 𝑡

𝑡
ଵ
ଷ

⋅
1
3
𝑡ି

ଶ
ଷ𝑑𝑡

ାஶ

଴

ൌ
1
3
න

sin 𝑡
𝑡

𝑑𝑡

ାஶ

଴

ൌ
𝜋
6
. 

15.3.2. Используя интеграл Дирихле, вычислим интеграл 

න
sin 𝑥 cosଶ 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ න
sin 𝑥 ሺ1 ൅ cos 2𝑥ሻ

2𝑥
𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ න
sin 𝑥 ൅ sin 𝑥 cos 2𝑥

2𝑥
𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ න
sin 𝑥 ൅

sin 3𝑥 െ sin 𝑥
2

2𝑥
𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ 

ൌ න ൬
1
4
⋅
sin 𝑥
𝑥

൅
1
4
⋅
sin 3𝑥
𝑥

൰ 𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ
1
4
⋅
𝜋
2
൅
1
4
⋅
𝜋
2
ൌ

𝜋
4
. 

15.5.2. Используя интеграл Дирихле или интеграл Фруллани вычислим при 𝛼 ൐ 0 интеграл 

න
𝛼 sin 𝑥 െ sin 𝛼𝑥

𝑥ଶ
𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ 𝛼න

sin 𝑥
𝑥 െ

sin 𝛼𝑥
𝛼𝑥

𝑥
𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ 𝛼 ln𝛼 . 

15.6.1. С помощью дифференцирования по параметру вычислим интеграл при 𝛽 ൐ 0: 

𝐼ሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ න
1 െ cos 𝛼𝑥

𝑥
𝑒ିఉ௫𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 

𝐼ఉ
ᇱ ሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ െන ሺ1 െ cos 𝛼𝑥ሻ𝑒ିఉ௫𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ െන ൫𝑒ିఉ௫ െ 𝑒ିఉ௫ cos 𝛼𝑥൯𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ െ
1
𝛽
൅

𝛽
𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ

 



𝐼ሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ െ ln|𝛽| ൅
1
2
ln|𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ| ൅ 𝐶 ൌ

1
2
ln ቆ1 ൅

𝛼ଶ

𝛽ଶ
ቇ ൅ 𝐶 

𝐼ሺ0, 𝛽ሻ ൌ 0 ⟹ 𝐶 ൌ 0 ⟹ 𝐼ሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ
1
2
ln ቆ1 ൅

𝛼ଶ

𝛽ଶ
ቇ . 

15.6.4. С помощью дифференцирования по параметру вычислим интеграл при 𝛼 ൐ 0, 𝛽 ൐ 0: 

𝐼ሺ𝛼, 𝛽, 𝜆ሻ ൌ න
𝑒ିఈ௫ െ 𝑒ିఉ௫

𝑥
cos 𝜆𝑥 𝑑𝑥

ାஶ

଴

. 

𝐼ఒ
ᇱሺ𝛼, 𝛽, 𝜆ሻ ൌ െන ൫𝑒ିఈ௫ െ 𝑒ିఉ௫൯ sin 𝜆𝑥 𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ െ
𝜆

𝛼ଶ ൅ 𝜆ଶ
൅

𝜆
𝛽ଶ ൅ 𝜆ଶ

 

𝐼ሺ𝛼, 𝛽, 𝜆ሻ ൌ െ
1
2
lnሺ𝛼ଶ ൅ 𝜆ଶሻ ൅

1
2
lnሺ𝛽ଶ ൅ 𝜆ଶሻ ൅ 𝐶 

𝐼ሺ0൅, 0൅, 𝜆ሻ ൌ 0 ⟹ 𝐶 ൌ 0 ⟹ 𝐼ሺ𝛼, 𝛽, 𝜆ሻ ൌ
1
2
ln
𝛽ଶ ൅ 𝜆ଶ

𝛼ଶ ൅ 𝜆ଶ
. 

15.6.5. С помощью дифференцирования по параметру вычислим интеграл: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න
arctg 𝛼𝑥

𝑥√1 െ 𝑥ଶ
𝑑𝑥

ଵ

଴

. 

Заменим 𝑥 ൌ 1/𝑡: 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ න
arctg

𝛼
𝑡

1
𝑡 ⋅
√𝑡ଶ െ 1

𝑡

⋅ ൬െ
1
𝑡ଶ
൰ 𝑑𝑡

ଵ

ାஶ

ൌ න
arctg

𝛼
𝑡

√𝑡ଶ െ 1
𝑑𝑡

ାஶ

ଵ

. 

𝐼ఈᇱ ൌ න

1
𝑡 ⋅

𝑡ଶ

𝑡ଶ ൅ 𝛼ଶ

√𝑡ଶ െ 1
𝑑𝑡

ାஶ

ଵ

ൌ න
𝑡𝑑𝑡

√𝑡ଶ െ 1ሺ𝑡ଶ ൅ 𝛼ଶሻ

ାஶ

ଵ

ൌ
1
2
න

𝑑𝑢ଶ

𝑢ሺ𝑢ଶ ൅ 𝛼ଶ ൅ 1ሻ

ାஶ

଴

ൌ න
𝑑𝑢

𝑢ଶ ൅ 𝛼ଶ ൅ 1

ାஶ

଴

ൌ
1

√1 ൅ 𝛼ଶ
⋅
𝜋
2

 

𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ
𝜋
2
න

1

√1 ൅ 𝛼ଶ
𝑑𝛼 ൌ

𝜋
2
ln ቚ𝛼 ൅ ඥ1 ൅ 𝛼ଶቚ ൅ 𝐶 

𝐼ሺ0ሻ ൌ 0 ⟹ 𝐼ሺ𝛼ሻ ൌ
𝜋
2
ln ቚ𝛼 ൅ ඥ1 ൅ 𝛼ଶቚ . 

15.13.4. Используя интеграл Эйлера-Пуассона, докажем, что при 𝛼 ൐ 0 

𝐼 ൌ න 𝑒ିఈ௫
మ
ch𝛽𝑥 𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

ൌ ට
𝜋
𝛼
𝑒
ఉమ
ସఈ. 

𝐼 ൌ
1
2
ቌ න 𝑒ିఈ௫

మିఉ௫𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

൅ න 𝑒ିఈ௫
మାఉ௫𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

ቍ ൌ
1
2
ቌ න 𝑒

ିఈ൬௫ା
ఉ
ଶఈ൰

మ

𝑒
ఉమ
ସఈ𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

൅ න 𝑒
ିఈ൬௫ି

ఉ
ଶఈ൰

మ

𝑒
ఉమ
ସఈ𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

ቍ ൌ 

ൌ
𝑒
ఉమ
ସఈ

2
ቌ
1

√𝛼
න 𝑒ି௧

మ
𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ

൅
1

√𝛼
න 𝑒ି௧

మ
𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ

ቍ ൌ ට
𝜋
𝛼
𝑒
ఉమ

ସఈ. 

16.7.4. Используя эйлеровы интегралы, вычислим интеграл 



න
𝑑𝑥

ඥ𝑥ଷሺ2 െ 𝑥ሻଶఱ

ଶ

଴

ൌ |𝑥 ൌ 2𝑡| ൌ න 𝑡ି
ଷ
ହሺ1 െ 𝑡ሻି

ଶ
ହ𝑑𝑡

ଵ

଴

ൌ න 𝑡
ଶ
ହିଵሺ1 െ 𝑡ሻଵି

ଷ
ହ𝑑𝑡

ଵ

଴

ൌ Β ൬
2
5
,
3
5
൰ ൌ

Γ ቀ
2
5ቁ Γ ቀ

3
5ቁ

Γሺ1ሻ
ൌ

𝜋

sin
2
5 𝜋

. 

16.9.3. Используя эйлеровы интегралы, вычислим интеграл 

න𝑥ଶඥ𝑎ଶ െ 𝑥ଶ𝑑𝑥

௔

଴

ൌ |𝑥 ൌ 𝑎𝑡| ൌ න𝑎ଶ𝑡ଶ ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑎ඥ1 െ 𝑡ଶ𝑑𝑡

ଵ

଴

ൌ 𝑎ସ න 𝑡ଶඥ1 െ 𝑡ଶ𝑑𝑡

ଵ

଴

ൌ 𝑎ସ න𝑢√1 െ 𝑢 ⋅
1

2√𝑢
𝑑𝑢

ଵ

଴

ൌ 

ൌ
𝑎ସ

2
න𝑢

ଷ
ଶିଵሺ1 െ 𝑢ሻ

ଷ
ଶିଵ𝑑𝑢

ଵ

଴

ൌ
𝑎ସ

2
Β ൬

3
2
൰ ൌ

𝑎ସ

2

Γ ቀ
3
2ቁ

ଶ

Γሺ3ሻ
ൌ
𝑎ସ

2
⋅
Γ ቀ
1
2ቁ

ଶ

2
ൌ

𝜋𝑎ସ

16
. 

16.12.9. Используя эйлеровы интегралы, вычислим интеграл, 0 ൏ 𝛼 ൏ 1: 

න tgଶఈିଵ 𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ න
sinଶఈିଵ 𝑥
cosଶఈିଵ 𝑥

𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ |sin 𝑥 ൌ 𝑡| ൌ න
𝑡ଶఈିଵ

√1 െ 𝑡ଶ
ଶఈିଵ ⋅

𝑑𝑡

√1 െ 𝑡ଶ

గ
ଶ

଴

ൌ න
𝑡ଶఈିଵ

ሺ1 െ 𝑡ሻఈ
𝑑𝑡

ଵ

଴

ൌ |𝑡ଶ ൌ 𝑢| ൌ 

ൌ න
𝑢ఈି

ଵ
ଶ

ሺ1 െ 𝑢ሻఈ
⋅
1

2√𝑢
𝑑𝑢

ଵ

଴

ൌ
1
2
න𝑢ఈିଵሺ1 െ 𝑢ሻିఈ𝑑𝑢

ଵ

଴

ൌ
1
2
Βሺ𝛼, 1 െ 𝛼ሻ ൌ

Γሺ𝛼ሻΓሺ1 െ 𝛼ሻ
2Γሺ2ሻ

ൌ
𝜋

2 sin 𝜋𝛼
. 

  



III. Интеграл Фурье. Преобразование Фурье. 

12.248. Найдем интеграл в смысле главного значения: 

𝑣. 𝑝. න sin 𝑥 𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

ൌ lim
௔→ାஶ

න sin 𝑥 𝑑𝑥

௔

ି௔

ൌ lim
௔→ାஶ

ሺെ cos 𝑥ሻ|ି௔௔ ൌ 0 . 

12.254. Найдем интеграл в смысле главного значения: 

𝑣. 𝑝. න
𝑑𝑥

1 െ 𝑥ଶ

ାஶ

ିஶ

ൌ lim
௔→ାஶ

න ln ฬ
𝑥 െ 1
𝑥 ൅ 1

ฬ 𝑑𝑥

௔

ି௔

ൌ 0 . 

17.2.4. Представим функцию 𝑓ሺ𝑥ሻ интегралом Фурье: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜
sin𝜔𝑥 , |𝑥| ൑ 2𝜋𝑛
0, |𝑥| ൐ 2𝜋𝑛

, 𝑛 ∈ ℕ, 𝜔 ൐ 0. 

𝑓 — нечетная, следовательно 

𝑏ሺ𝑦ሻ ൌ
2
𝜋
න sin𝜔𝑡 sin 𝑦𝑡 𝑑𝑡

ଶగ௡
ఠ

଴

ൌ
2
𝜋
න

cosሺ𝜔 െ 𝑦ሻ𝑡 െ cosሺ𝜔 ൅ 𝑦ሻ𝑡
2

𝑑𝑡

ଶగ௡
ఠ

଴

ൌ
1
𝜋
ቆ
sinሺ𝜔 െ 𝑦ሻ𝑡

𝜔 െ 𝑦
െ
sinሺ𝜔 ൅ 𝑦ሻ𝑡

𝜔 ൅ 𝑦
ቇቤ

଴

ଶగ௡
ఠ

ൌ 

ൌ
1
𝜋
ቌ
sin ቀ2𝜋𝑛 െ

2𝜋𝑛𝑦
𝜔 ቁ

𝜔 െ 𝑦
െ
sin ቀ2𝜋𝑛 ൅

2𝜋𝑛𝑦
𝜔 ቁ

𝜔 ൅ 𝑦
ቍ ൌ

1
𝜋
ቌെ

sin
2𝜋𝑛𝑦
𝜔

𝜔 െ 𝑦
െ
sin

2𝜋𝑛𝑦
𝜔

𝜔 ൅ 𝑦
ቍ ൌ

2𝜔
𝜋
⋅
sin

2𝜋𝑛𝑦
𝜔

𝑦ଶ െ 𝜔ଶ  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ න 𝑏ሺ𝑦ሻ sin 𝑥𝑦 𝑑𝑦

ାஶ

଴

ൌ
2𝜔
𝜋
න

sin
2𝜋𝑛𝑦
𝜔

𝑦ଶ െ 𝜔ଶ sin 𝑥𝑦 𝑑𝑦

ାஶ

଴

. 

17.5.2. Представим интегралом Фурье функцию 𝑓ሺ𝑥ሻ, продолжив ее нечетным образом на интервал ሺെ∞, 0ሻ: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜
2 െ 3𝑥, 0 ൑ 𝑥 ൏ 2/3

0, 𝑥 ൐ 2/3 . 

𝑏ሺ𝑦ሻ ൌ
2
𝜋
නሺ2 െ 3𝑡ሻ sin 𝑦𝑡 𝑑𝑡

ଶ
ଷ

଴

ൌ
2
𝜋

⎝

⎜
⎛
2නsin 𝑦𝑡 𝑑𝑡

ଶ
ଷ

଴

െ 3න 𝑡 sin 𝑦𝑡 𝑑𝑡

ଶ
ଷ

଴

⎠

⎟
⎞
ൌ 

ൌ
2
𝜋
ቌ2 ൬െ

cos 𝑦𝑡
𝑦

൰ฬ
଴

ଶ
ଷ
െ 3 ൬െ

1
𝑦
൰ ൬𝑡 cos 𝑦𝑡 െ

sin 𝑦𝑡
𝑦

൰ฬ
଴

ଶ
ଷ
ቍ ൌ

2
𝜋
൮2ቌെ

cos
2
3 𝑦

𝑦
൅
1
𝑦
ቍ ൅

3
𝑦
ቌ
2
3
cos

2
3
𝑦 െ

sin
2
3 𝑦

𝑦
ቍ൲ ൌ 

ൌ
2
𝜋
൬
2
𝑦
െ
3
𝑦ଶ
sin

2
3
𝑦൰ ൌ

2
𝜋𝑦ଶ

൬2𝑦 െ 3 sin
2
3
𝑦൰ 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
2
𝜋
න

2𝑦 െ 3 sin 2𝑦/3
𝑦ଶ

sin 𝑥𝑦 𝑑𝑦

ାஶ

଴

. 

17.6.1. Представим интегралом Фурье функцию 𝑓ሺ𝑥ሻ, продолжив ее четным образом на интервал ሺെ∞, 0ሻ: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ିఈ௫, 𝑥 ൒ 0, 𝛼 ൐ 0. 



𝑎ሺ𝑦ሻ ൌ
2
𝜋
න 𝑓ሺ𝑡ሻ cos 𝑦𝑡 𝑑𝑡

ାஶ

଴

ൌ
2
𝜋
න 𝑒ିఈ௧ cos 𝑦𝑡 𝑑𝑡

ାஶ

଴

ൌ
2
𝜋
⋅

𝛼
𝛼ଶ ൅ 𝑦ଶ

 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
2𝛼
𝜋
න

cos 𝑥𝑦
𝛼ଶ ൅ 𝑦ଶ

𝑑𝑦

ାஶ

଴

. 

17.7.4. Найдем преобразование Фурье функции 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜
sin 𝑥 , |𝑥| ൑ 𝜋
0, |𝑥| ൐ 𝜋

. 

𝑓መሺ𝑦ሻ ൌ
1

√2𝜋
lim
௔→ାஶ

න𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒ି௜௬௧𝑑𝑡

௔

ି௔

ൌ
1

√2𝜋
න sin 𝑡 𝑒ି௜௬௧𝑑𝑡

గ

ିగ

ൌ
1

√2𝜋
න
𝑒௜௧ሺଵି௬ሻ െ 𝑒௜௧ሺିଵି௬ሻ

2𝑖
𝑑𝑡

గ

ିగ

ൌ 

ൌ
1

2𝑖√2𝜋
ቆ
𝑒௜௧ሺଵି௬ሻ

𝑖ሺ1 െ 𝑦ሻ
൅
𝑒௜௧ሺିଵି௬ሻ

𝑖ሺ1 ൅ 𝑦ሻ
ቇቤ
ିగ

గ

ൌ െ
1

2√2𝜋
ቆ
𝑒௜గ ⋅ 𝑒ି௜గ௬

1 െ 𝑦
൅
𝑒ି௜గ ⋅ 𝑒ି௜గ௬

1 ൅ 𝑦
െ
𝑒ି௜గ ⋅ 𝑒௜గ௬

1 െ 𝑦
െ
𝑒௜గ ⋅ 𝑒௜గ௬

1 ൅ 𝑦
ቇ ൌ 

ൌ
1

2√2𝜋
ቆ
𝑒ି௜గ௬

1 െ 𝑦
൅
𝑒ି௜గ௬

1 ൅ 𝑦
െ
𝑒௜గ௬

1 െ 𝑦
െ
𝑒௜గ௬

1 ൅ 𝑦
ቇ ൌ

1

2√2𝜋
ቆ
𝑒ି௜గ௬

1 െ 𝑦ଶ
െ

𝑒௜గ௬

1 െ 𝑦ଶ
ቇ ൌ െ𝑖ඨ

2
𝜋
⋅
sin 𝜋𝑦
1 െ 𝑦ଶ

. 

  



IV. Обобщенные функции. 

21.60. В пространстве 𝐷ᇱ имеем lim
௡→ାஶ

cos 𝑛𝑥 ൌ 0, поскольку по теореме Римана об осцилляции ∀𝜑 ∈ 𝐷 

න 𝜑ሺ𝑥ሻ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ
௡→ାஶ
ሱ⎯⎯⎯ሮ 0. 

Аналогично lim
௡→ାஶ

sin 𝑛𝑥 ൌ 0 в 𝐷ᇱ. 

Т 2. Докажем, что в 𝐷ᇱ справедливо 

а) lim
௔→଴ା

௔

௔మା௫మ
ൌ 𝜋𝛿ሺ𝑥ሻ. Имеем, что ∀𝜑 ∈ 𝐷 

ቆ lim
௔→଴ା

𝑎
𝑎ଶ ൅ 𝑥ଶ

, 𝜑ሺ𝑥ሻቇ ൌ න lim
௔→଴ା

𝑎
𝑎ଶ ൅ 𝑥ଶ

⋅ 𝜑ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

ൌ lim
௔→଴ା

න
𝑎

𝑎ଶ ൅ 𝑥ଶ
𝜑ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

ൌ 

ൌ lim
௔→଴ା

ቌ න
𝑎

𝑎ଶ ൅ 𝑥ଶ
𝜑ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

଴

ିஶ

൅ න
𝑎

𝑎ଶ ൅ 𝑥ଶ
𝜑ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ାஶ

଴

ቍ ൌ 

ൌ lim
௔→଴ା

ቌarctg
𝑥
𝑎
𝜑ሺ𝑥ሻቚ

ିஶ

଴
െ න arctg

𝑥
𝑎
𝜑ᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

଴

ିஶ

൅ arctg
𝑥
𝑎
𝜑ሺ𝑥ሻቚ

଴

ାஶ
െ න arctg

𝑥
𝑎
𝜑ᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ାஶ

଴

ቍ ൌ 

ൌ െ lim
௔→଴ା

ቌ න arctg
𝑥
𝑎
𝜑ᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

଴

ିஶ

൅ න arctg
𝑥
𝑎
𝜑ᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ାஶ

଴

ቍ ൌ 

ൌ െ න lim
௔→଴ା

arctg
𝑥
𝑎
𝜑ᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

଴

ିஶ

െ න lim
௔→଴ା

arctg
𝑥
𝑎
𝜑ᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ାஶ

଴

ൌ 

ൌ
𝜋
2
൫𝜑ሺ0ሻ െ 𝜑ሺെ∞ሻ൯ െ

𝜋
2
൫𝜑ሺ൅∞ሻ െ 𝜑ሺ0ሻ൯ ൌ 𝜋𝜑ሺ0ሻ ൌ ሺ𝜋𝛿ሺ𝑥ሻ, 𝜑ሻ. 

б) lim
௔→଴ା

ଵ

௫
sin

௫

ఈ
ൌ 𝜋𝛿ሺ𝑥ሻ. 

21.71. Вычислим производную обобщенной функции 

𝑦 ൌ 𝜃ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ ൌ ൜
1, 𝑥 ൒ 𝑥଴
0, 𝑥 ൏ 𝑥଴

. 

൫𝜃ᇱሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, 𝜑ሺ𝑥ሻ൯ ൌ െ൫𝜃ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, 𝜑ᇱሺ𝑥ሻ൯ ൌ െ න 𝜃ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ𝜑ᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ାஶ

ିஶ

ൌ 

ൌ െ න 𝜑ᇱሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

ାஶ

௫బ

ൌ 𝜑ሺ𝑥଴ሻ ൌ ൫𝛿ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, 𝜑ሺ𝑥ሻ൯. 

Т 3. Из Т 2 имеем, что в 𝐷ᇱ 

lim
క→଴ା

𝑥𝜉
ሺ𝑥ଶ ൅ 𝜉ଶሻଶ

ൌ െ
1
2
lim
క→଴ା

𝜕
𝜕𝑥

൬
𝜉

𝑥ଶ ൅ 𝜉ଶ
൰ ൌ െ

𝜋𝛿ᇱሺ𝑥ሻ
2

. 

Т 4. Упростим выражения: 

а) ൫𝑒ୱ୧୬௫ ൅ 𝑥 cos 𝑥൯𝛿ሺ𝑥ሻ; 



ቀ൫𝑒ୱ୧୬௫ ൅ 𝑥 cos 𝑥൯𝛿ሺ𝑥ሻ, 𝜑ሺ𝑥ሻቁ ൌ ൫𝛿, ൫𝑒ୱ୧୬ ௫ ൅ 𝑥 cos 𝑥൯𝜑൯ ൌ ൫𝑒ୱ୧୬ ଴ ൅ 0 cos 0൯𝜑ሺ0ሻ ൌ 𝜑ሺ0ሻ ൌ ሺ𝛿, 𝜑ሻ. 

б) ቀ
ୱ୧୬ ௫

ଵା௫మ
െ ch 𝑥ቁ 𝛿ᇱሺ𝑥ሻ; 

ቆ൬
sin 𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

െ ch 𝑥൰ 𝛿ᇱሺ𝑥ሻ, 𝜑ሺ𝑥ሻቇ ൌ ൬𝛿ᇱ, ൬
sin 𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

െ ch 𝑥൰𝜑൰ ൌ 

ൌ െቆ𝛿, ൬
sin 𝑥
1 ൅ 𝑥ଶ

െ ch 𝑥൰𝜑ᇱ ൅ ቆ
cos 𝑥 ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ െ 2𝑥 sin 𝑥

ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻଶ
െ sh 𝑥ቇ𝜑ቇ ൌ 

ൌ െ൫𝜑ሺ0ሻ ൅ 𝜑ሺ0ሻ൯ ൌ 𝜑ᇱሺ0ሻ െ 𝜑ሺ0ሻ ൌ ሺ𝛿, 𝜑ᇱ െ 𝜑ሻ ൌ ሺ𝛿, 𝜑ᇱሻ െ ሺ𝛿, 𝜑ሻ ൌ െሺ𝛿ᇱ, 𝜑ሻ െ ሺ𝛿, 𝜑ሻ ൌ ሺെ𝛿ᇱ െ 𝛿, 𝜑ሻ. 

в) 𝑒௫
మ
𝛿ᇱᇱሺ𝑥ሻ; 

൫𝑒௫
మ
𝛿ᇱᇱ, 𝜑൯ ൌ ൫𝛿ᇱᇱ, 𝑒௫

మ
𝜑൯ ൌ െሺ𝛿ᇱ, 2𝑥𝑒௫𝜑 ൅ 𝑒௫𝜑ᇱሻ ൌ ൫𝛿, 2𝑒௫

మ
𝜑 ൅ 4𝑥ଶ𝑒௫

మ
𝜑 ൅ 2𝑥𝑒௫

మ
𝜑ᇱ ൅ 2𝑥𝑒௫

మ
𝜑ᇱ ൅ 𝑒௫

మ
𝜑ᇱᇱ൯ ൌ 

ൌ 2𝜑ሺ0ሻ ൅ 𝜑ᇱᇱሺ0ሻ ൌ ሺ𝛿, 2𝜑 ൅ 𝜑ᇱᇱሻ ൌ ሺ2𝛿, 𝜑ሻ ൅ ሺ𝛿, 𝜑ᇱᇱሻ ൌ ሺ2𝛿, 𝜑ሻ െ ሺ𝛿ᇱ, 𝜑ᇱሻ ൌ 

ൌ ሺ2𝛿, 𝜑ሻ ൅ ሺ𝛿ᇱᇱ, 𝜑ሻ ൌ ሺ2𝛿 ൅ 𝛿ᇱᇱ, 𝜑ሻ. 


