
Функциональный анализ
Домашние задания

15 ноября 2023 г.

1 Метрические и топологические пространства
Задача 5. Пусть 𝐴 – подмножество метрического пространства (𝑋, 𝜌). До-
казать, что функция 𝑓 : 𝑋 → R, 𝑓(𝑥) = 𝜌(𝑥,𝐴) = inf

𝑦∈𝐴

𝜌(𝑥, 𝑦) непрерывна.

Решение. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋

𝜌(𝑥,𝐴) ≤ 𝜌(𝑥, 𝑦) + 𝜌(𝑦,𝐴)
𝜌(𝑦,𝐴) ≤ 𝜌(𝑥, 𝑦) + 𝜌(𝑥,𝐴)

=⇒ |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| = |𝜌(𝑥,𝐴)− 𝜌(𝑦,𝐴)| ≤ 𝜌(𝑥, 𝑦).

Задача 9. Исследовать пространство 𝐶[𝑎, 𝑏]: доказать, что оно полно,
сепарабельно, связно.

Решение. Пусть {𝑓𝑛} ⊂ 𝐶[𝑎, 𝑏] – фундаментальна. Тогда {𝑓𝑛(𝑥)} то-
же фундаментальна для всех 𝑥 и у нее есть предел 𝑓(𝑥). Таким образом
определена функция 𝑓 . ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| ≤ |𝑓(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑥)|+ |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑛(𝑦)|+ |𝑓𝑛(𝑦)− 𝑓(𝑦)|,

следовательно 𝑓 непрерывна и 𝐶[𝑎, 𝑏] полно.
𝐶[𝑎, 𝑏] является сепарабельным по теореме Вейерштрасса. Искомое счет-

ное всюду плотное подмножество есть пространство всех многочленов с ра-
циональными коэффициентами.

𝐶[𝑎, 𝑏] связно, поскольку ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] отрезок [𝑓, 𝑔] = {𝜃𝑓 + (1 − 𝜃)𝑔 :
𝜃 ∈ [0, 1]} тоже лежит в 𝐶[𝑎, 𝑏].

Задача 13. Доказать, что пространство основных функций𝐷(R1) немет-
ризуемо.

Решение (Functional Analysis, Walter Rudin, стр. 156, также см. здесь).
Обозначим через 𝐷𝐾 подпространство 𝐷(R), состоящее из функций с но-
сителем в 𝐾. Поскольку R, как открытое множество, можно представить

как счетное объединение компактов (см. здесь), то 𝐷(R) =
∞⋃︁
𝑖=1

𝐷𝐾𝑖
, где 𝐾𝑖 –

компакты. Значит, 𝐷(R) – первой категории Бэра, так как все int𝐷𝐾𝑖
пусты
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в 𝐷(R) (если для некоторого 𝑖 это не так, то 𝐷𝐾𝑖 = 𝐷(R), что неверно в
силу некомпактности R, см. здесь и здесь). Поскольку 𝐷(R) – полное, то по
теореме Бэра 𝐷(R) неметризуемо.

2 Полные метрические пространства
Задача 2. Доказать, что пространства 𝑙𝑝(1 ≤ 𝑝 < ∞) – сепарабельные
полные метрические пространства, а пространство 𝑙∞ – полное, но не сепа-
рабельное.

Решение. Сначала докажем сепарабельность 𝑙𝑝, 𝑝[1,∞). Рассмотрим счет-
ное подмножество

𝑆 =

∞⋃︁
𝑖=1

{(𝑥1, 𝑥2, ...𝑥𝑖, 0, 0, ...) : 𝑥𝑖 ∈ Q} ⊂ 𝑙𝑝.

Пусть даны 𝑥 ∈ 𝑙𝑝 и 𝜀 > 0. Выберем достаточно большое 𝑘 ∈ N и 𝑦 ∈ 𝑆 так,
чтобы

∞∑︁
𝑖=𝑘+1

|𝑥𝑖|𝑝 <
𝜀

2
,

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖|𝑝 <
𝜀

2
.

Тогда ‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜀 и, тем самым, 𝑆 – всюду плотно, что и требовалось.
Покажем полноту 𝑙𝑝, 𝑝 ∈ [1,∞). Пусть {𝑥𝑛} ⊂ 𝑙𝑝 – фундаментальна.

Тогда ∀𝜀 > 0 имеем, что
∑︀∞

𝑖=1 |𝑥𝑖𝑛−𝑥𝑖𝑚|𝑝 < 𝜀 начиная с некоторого момента,
следовательно и |𝑥𝑖𝑛 − 𝑥𝑖𝑚| < 𝜀, а значит {𝑥𝑖𝑛} ⊂ R — фундаментальна для
любого 𝑖 и имеет предел 𝑥𝑖. Таким образом определена последовательность
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ...). Нужно показать, что 𝑥 ∈ 𝑙𝑝. А это верно, поскольку

‖𝑥− 𝑥𝑛‖ = lim
𝑚→∞

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀

и
‖𝑥‖𝑝 ≤ ‖𝑥𝑛‖𝑝 + ‖𝑥− 𝑥𝑛‖𝑝 <∞.

Покажем несепарабельность 𝑙∞. Пусть это не так и существует его счет-
ное, всюду плотное подмножество 𝑆. Тогда оно должно пересекаться с лю-
бым шаром. Рассмотрим систему шаров 𝐵 = {𝐵(𝑥, 1/2) : 𝑥 ∈ {0, 1}N}. Эти
шары попарно не пересекаются, а значит 𝑆 должно содержать по точке из
каждого такого шара. Но ведь 𝐵 ∼= R — противоречие с счетностью 𝑆.

Доказательство полноты 𝑙∞ аналогично доказательству полноты 𝑙𝑝, 𝑝 ∈

[1,∞) с тем отличием, что вместо
∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖𝑛 − 𝑥𝑖𝑚|𝑝 рассмотрим sup
𝑖∈N

|𝑥𝑖𝑛−𝑥𝑖𝑚|.

Задача 5. При помощи принципа сжимающих отображений найти до-
статочное условие на параметр 𝜆, при котором уравнение

𝜙(𝑥) = 𝜆

∫︁ 𝑏

𝑎

𝐾(𝑥, 𝑦)𝜙(𝑦)𝑑𝑦 + 𝑓(𝑥)
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имеет единственное решение 𝜙 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]. (Здесь 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝐾 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]2)).
Решение. Введем линейный оператор ℎ : 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏], в терминах

которого данное в условии уравнение переписывается как 𝜙 = ℎ𝜙. Тогда
∀𝜙,𝜓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]

𝜌(ℎ𝜙, ℎ𝜓) = sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜆
∫︁ 𝑏

𝑎

𝐾(𝑥, 𝑦)(𝜙(𝑥)− 𝜓(𝑥))𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜆(𝑏− 𝑎) sup

𝑦∈[𝑎,𝑏]

𝐾(𝑥, 𝑦)(𝜙(𝑥)− 𝜓(𝑥))

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ |𝜆|(𝑏− 𝑎) sup
𝑥,𝑦∈[𝑎,𝑏]

|𝐾(𝑥, 𝑦)|𝜌(𝜙,𝜓).

Значит, для единственности решения 𝜙 = ℎ𝜙 достаточно требовать

|𝜆| < 1

(𝑏− 𝑎) sup
𝑥,𝑦∈[𝑎,𝑏]

|𝐾(𝑥, 𝑦)|
.

Задача 6. Найти пополнение метрического пространства, состоящего
из непрерывных финитных на числовой оси функций с метрикой

𝜌(𝑥, 𝑦) = max
𝑡

|𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)|.

Решение. Докажем, что искомым пополнением является пространство
𝐸 ⊂ 𝐶(R) всех непрерывных функций на R, имеющих предел в −∞ и +∞.

Сначала покажем, что 𝐸 содержится в любом пополнении. Пусть 𝑓 ∈ 𝐸.
Определим

𝑓𝑁 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓(𝑥) если 𝑥 ∈ [−𝑁,𝑁 ]

𝑎 = 𝑓(−∞) если 𝑥 ∈
(︀
−∞,−𝑁 − 1

𝑁

]︀
𝑏 = 𝑓(+∞) если 𝑥 ∈

[︀
𝑁 + 1

𝑁 ,+∞
)︀

линейно на
[︀
−𝑁 − 1

𝑁 ,−𝑁
]︀

и
[︀
𝑁,𝑁 + 1

𝑁

]︀
Последовательность {𝑓𝑁} фундаментальна и сходится к 𝑓 поточечно. Зна-
чит 𝐸 лежит в любом пополнении.

Покажем теперь, что любая фундаментальная последовательность {𝜙𝑛}
непрерывных финитных функций сходится к функции 𝜙, имеющей конеч-
ные пределы в ±∞. Сходимость равномерная, следовательно 𝜙 непрерывна
и принадлежит к 𝐸.

3 Компактные метрические пространства
Задача 4. Пусть 𝑋 – метрическое пространство, обладающее тем свой-
ством, что любая непрерывная на нем функция ограничена. Доказать, что
𝑋 – компакт.
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Решение здесь.

Задача 11. Доказать, что множество 𝑀 в 𝑙2 компактно ⇐⇒ оно замкну-
то, ограничено и

∀𝜀 > 0 ∃𝑛 ∀𝑥 ∈𝑀

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑥𝑘|2 < 𝜀. (1)

(Здесь 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ...)).
Решение. Проведем доказательство в правую сторону. 𝑀 компактно в

𝑙2, следовательно (𝑀, ‖·‖2) – полное и 𝑀 – замкнуто. Затем, 𝑀 ограничено,
т.к. оно вполне ограничено. Также, из вполне ограниченности следует, что
∀𝜀 > 0 существует конечная 𝜀-сеть {𝑥1, . . . , 𝑥𝑚} ⊂ 𝑀 . Для каждого 𝑖 ∈ [𝑚]
имеем 𝑥𝑖 ∈ 𝑙2, следовательно для некоторого 𝑁𝑖

∞∑︁
𝑘=𝑁𝑖

|𝑥𝑖(𝑘)|2 < 𝜀.

Положим 𝑁 = max
𝑖∈[𝑚]

𝑁
𝑖
. Для любого 𝑥 ∈𝑀 существует 𝑙 ∈ [𝑚] для которого

∞∑︁
𝑘=1

|𝑥(𝑘)− 𝑥𝑙(𝑘)|2 < 𝜀,

следовательно

∞∑︁
𝑘=𝑁

|𝑥(𝑘)|2 ≤
∞∑︁

𝑘=𝑁

|𝑥(𝑘)− 𝑥𝑙(𝑘)|2 +
∞∑︁

𝑘=𝑁

|𝑥𝑙(𝑘)|2 < 2𝜀.

Докажем утверждение в левую сторону. 𝑀 замкнуто в 𝑙2, следовательно
(𝑀, ‖·‖) – полное (банахово). Покажем, что 𝑀 – вполне ограничено. Оттуда
будет следовать его компактность. Определим

𝐴 = {(𝑥(1), . . . , 𝑥(𝑛)) | 𝑥 ∈𝑀} ⊂ R𝑛.

Это множество компактно, значит существует его 𝜀-сеть

{(𝑥𝑠(1), . . . , 𝑥𝑠(𝑛)) | 𝑠 ∈ [𝑚]}.

Положим 𝑥𝑠(𝑘) = 0 для 𝑘 > 𝑛 и таким образом определим 𝑇 = {𝑥𝑠}𝑠∈[𝑚].
Тогда ∀𝑥 ∈𝑀 ∃𝑠 ∈ [𝑚] со свойством

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥(𝑘)− 𝑥𝑠(𝑘)|2 < 𝜀

и

‖𝑥− 𝑥𝑠‖22 =

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑥(𝑘)− 𝑥𝑠(𝑘)|2 +
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

|𝑥(𝑘)|2 < 2𝜀.
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Значит, 𝑇 – 2𝜀-сеть для 𝑀 .

Задача 12. Пусть 𝐸 – компактное метрическое пространство с метрикой
𝜌(,̇)̇. Пусть 𝑓 : 𝐸 → 𝐸, причем 𝜌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) < 𝜌(𝑥, 𝑦) для всех 𝑥 ̸= 𝑦.
Доказать, что 𝑓 имеет неподвижную точку? Верно ли, что неподвижная
точка единственна? Верно ли, что 𝑓 – сжимающее отображение?

Решение. Понятно, что 𝑓 непрерывна. Тогда 𝑔 : 𝐸 → R, определенная
как 𝑔(𝑥) = 𝜌(𝑥, 𝑓(𝑥)), непрерывна на 𝐸. Действительно, пусть 𝑥𝑛 → 𝑥0.
Тогда 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥0) и

𝜌(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) ≤ 𝜌(𝑓(𝑥0), 𝑓(𝑥𝑛)) + 𝜌(𝑓(𝑥𝑛), 𝑥𝑛) + 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0)

=⇒ 𝜌(𝑥0, 𝑓(𝑥0))− 𝜌(𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)) ≤ 𝜌(𝑓(𝑥0), 𝑓(𝑥𝑛)) + 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0).

Проводя аналогичное рассуждение получим

|𝜌(𝑥0, 𝑓(𝑥0))− 𝜌(𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛))| ≤ 𝜌(𝑓(𝑥0), 𝑓(𝑥𝑛)) + 𝜌(𝑥𝑛, 𝑥0) −−−−→
𝑛→∞

0.

Значит 𝑔 непрерывна. Поскольку 𝐸 – компакт, то 𝑔 достигает свою минимум
на 𝐸 в некоторой 𝑥0 ∈ 𝐸, следовательно ∀𝑥 ∈ 𝐸

𝜌(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) ≤ 𝜌(𝑥, 𝑓(𝑥)).

Допустим, 𝑥0 не неподвижна. Тогда

𝑔(𝑥0) = 𝜌(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) > 𝜌(𝑓(𝑥0), 𝑓(𝑓(𝑥0))) = 𝑔(𝑓(𝑥0))

– противоречие. Значит 𝑥0 неподвижна.
Допустим, что существует отлочная от 𝑥0 неподвижная точка �̃�0. Тогда

𝜌(𝑥0, �̃�0) = 𝜌(𝑓(𝑥0), 𝑓(�̃�0)) < 𝜌(𝑥0, �̃�0)

– противоречие. Значит 𝑥0 – единственная неподвижная точка.
𝑓 не всегда сжимающее. Например, для 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑒−𝑥, 𝑥 ∈ 𝐸 = [0, 1]

имеем
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| = |𝑓 ′(𝜉)||𝑥− 𝑦| = 𝑒−𝜉|𝑥− 𝑦| < |𝑥− 𝑦|

для некоторого 𝜉 ∈ (0, 1), но не сущетвует 𝑞 ∈ [0, 1), для которой |𝑓(𝑥) −
𝑓(𝑦)| ≤ 𝑞|𝑥− 𝑦|, поскольку 𝑒−𝜉 может принимать все значения из [0, 1).

4 Нормированные и топологические векторные
пространства

Задача 1. Доказать, что нормированное пространство полно ⇐⇒ в нем
всякий абсолютно сходящийся ряд сходится.
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Решение. Докажем утверждение в левую сторону. Рассмотрим произ-

вольный абсолютно сходяийся ряд
∞∑︁
𝑖=1

𝑥𝑛, т.е. для которого
∞∑︁
𝑖=1

‖𝑥𝑛‖ сходит-

ся. По критерию Коши

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∀𝑛 > 𝑚 > 𝑁

𝑛∑︁
𝑘=𝑚

‖𝑥𝑘‖ < 𝜀.

Значит ⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘 −
𝑚∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤

𝑛∑︁
𝑘=𝑚+1

‖𝑥𝑘‖ < 𝜀

и по критерию Коши ряд
∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘 сходится.

Теперь докажем обратное. Пусть {𝑥𝑛} – фундаментальная последова-
тельность. Рассмотрим ряд

𝑥1 + (𝑥2 − 𝑥1) + (𝑥3 − 𝑥2) + . . . . (2)

Имеем ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∀𝑛 > 𝑚 > 𝑁

𝜀 > ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ = ‖(𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1) + · · ·+ (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)‖,

следовательно по критерию Коши ряд (2) сходится абсолютно, а значит, по
условию задачи этот ряд сходится. Но его 𝑛-я частичная сумма есть 𝑥𝑛, т.е.
последовательность {𝑥𝑛} сходится.

Задача 11. Верно ли, что система функций {𝑥𝑘}∞𝑘=1 является а) полной
в 𝐶[0, 1]; б) базисом в 𝐶[0, 1]?

Решение (отсюда). Ответ на вопрос пункта а) положительный по тео-
реме Вейерштрасса. Ответ пункта б) отрицательный, которое можно видеть
на примере функции

𝑓(𝑥) =

{︃
0 если 0 ≤ 𝑥 ≤ 1/2

𝑥− 1/2 если 1/2 < 𝑥 ≤ 1
.

Действительно, пусть ряд 𝑆(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑥
𝑛 равномерно сходится к 𝑓 на

[0, 1]. Тогда 𝑆 равномерно сходится к 0 на [0, 1/2]. Значит 𝑎𝑛 = 0 для всех
𝑛 = 0, 1, . . . , что невозможно, поскольку 𝑆 сходится к 𝑥− 1/2 на [1/2, 1].

Задача 12. В каких пространствах 𝑙𝑝(1 ≤ 𝑝 ≤ ∞), 𝑐0, 𝑐 система {𝑒𝑘}∞𝑘=1,
𝑒𝑘(𝑛) = 𝛿𝑘𝑛 является базисом. Существует ли базис в пространстве 𝑐?

Решение. Сначала рассмотрим случай 1 ≤ 𝑝 <∞. При 𝑛→ 0 имеем⃦⃦⃦⃦
⃦𝑥−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥(𝑘)𝑒𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑥(𝑘)𝑒𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

=

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

|𝑥(𝑘)|𝑝 → 0.
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Значит 𝑥 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑥(𝑘)𝑒𝑘 и линейно независимая система {𝑒𝑘} является бази-

сом в 𝑙𝑝, 1 ≤ 𝑝 <∞.
Рассмотрим 𝑙∞. Покажем, что в нем {𝑒𝑘} не базис. Действительно, пусть

𝑥 ∈ 𝑙∞ таков, что 𝑥(𝑘) = 1 для всех 𝑘 ∈ N. Предположим, что нашлись такие

𝑐𝑘, 𝑘 ∈ N, что 𝑥 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑒𝑘. Тогда должно существовать такое 𝑁 , что

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑥−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑒𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦ < 1.

Но ⃦⃦⃦⃦
⃦𝑥−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑒𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≥ |𝑥(𝑛+ 1)| = 1

– противоречие. Значит {𝑒𝑘} в 𝑙∞ не базис.
Доказательства того, что {𝑒𝑘} является базисом в 𝑐0, а в 𝑐 не является

проводятся аналогично доказательствам выше.

5 Геометрия гильбертова пространства
Задача 2. а) Доказать, что любая последовательность вложенных непу-
стых замкнутых выпуклых ограниченных множеств в гильбертовом про-
странстве имеет непустое пересечение.

б) Показать, что последовательность вложенных непустых замкнутых
выпуклых ограниченных множеств в банаховом пространстве может иметь
пустое пересечение.

Решение. а) См. здесь.
б) Определим

𝐴𝑘 =

{︂
𝑥 ∈ 𝑐0 :

𝑥(𝑛) = 1 ∀𝑛 ≤ 𝑘
𝑥(𝑛) ≤ 1 ∀𝑛

}︂
⊂ 𝑐0.

Очевидно 𝐴𝑘+1 ⊂ 𝐴𝑘, а также 𝐴𝑘 замкнуто, ограничено и выпукло. Тогда

если 𝑥 =

∞⋂︁
𝑘=1

𝐴𝑘, то 𝑥(𝑛) = 1 для всех 𝑛 ∈ N, т.е. 𝑥 /∈ 𝑐0.

Задача 3. Привести пример последовательности вложенных ограничен-
ных замкнутых множеств из 𝑙2, имеющих пустое пересечение.

Решение. Пусть {𝑒𝑖}∞𝑖=1 – стандартный базис в 𝑙2. Определим 𝐴𝑘 =
{𝑒𝑖}∞𝑖=𝑘. Тогда 𝐴𝑘+1 ⊂ 𝐴𝑘 и все 𝐴𝑘 ограничены, замкнуты и выпуклы. Также

∀𝑘 ∀𝑥 ∈ 𝐴𝑘 имеем ‖𝑥‖ = 1. Но если 𝑥 =

∞⋂︁
𝑘=1

𝐴𝑘, то 𝑥 = 0 и его норма не

единица. Значит множества 𝐴𝑘 имеют пустое пересечение.
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Задача 4. Пусть 𝐻 – сепарабельное гильбертово пространство, {𝑒𝑘}∞𝑘=1

– ортонормированный базис в 𝐻, {𝑔𝑘}∞𝑘=1 – ортонормированная система в
𝐻, причем

∑︀∞
𝑘=1 ‖𝑒𝑘 − 𝑔𝑘‖2 < ∞. Доказать, что {𝑔𝑘}∞𝑘=1 является ортонор-

мированным базисом в 𝐻.
Решение. См. здесь.

Задача 5. Пусть {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} – последовательности в гильбертовом про-
странстве, причем ‖𝑥𝑛‖ ≤ 1, ‖𝑦𝑛‖ ≤ 1, (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) → 1. Доказать, что ‖𝑥𝑛 −
𝑦𝑛‖ → 0.

Решение. Имеем

0 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖2 = ‖𝑥𝑛‖2 + ‖𝑦𝑛‖2 − 2(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 2− 2(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) → 0.

Задача 8. Пусть {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} – базис подпространства 𝐿 ⊂ 𝐻. Доказать,
что ∀𝑥 ∈ 𝐻 𝜌2(𝑥, 𝐿) = 𝐺(𝑥,𝑒1,...,𝑒𝑛)

𝐺(𝑒1,...,𝑒𝑛)
, где 𝐺(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) – определитель Грама.

Решение. Имеем 𝐻 = 𝐿⊕𝐿⊥, следовательно для 𝑥 ∈ 𝐻 верно 𝑥 = 𝜋+𝑦,
где ⟨𝜋, 𝑦⟩ = 0 и 𝜋 = 𝜋𝐿(𝑥) = argmin

𝑦∈𝐿
‖𝑥 − 𝑦‖. Для удобства переобозначим

через 𝐺(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) матрицу Грама, а не определитель. По определению

det𝐺(𝑥, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) = det

⎡⎢⎣ ⟨𝑥, 𝑥⟩ ⟨𝑥, 𝑒1⟩ . . . ⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩
⟨𝑒1, 𝑥⟩ ⟨𝑒1, 𝑒1⟩ . . . ⟨𝑒1, 𝑒𝑛⟩

...
...

. . .
...

⎤⎥⎦
Имеем 𝜋 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝛼𝑘𝑒𝑘. Значит определитель выше равен

det𝐺(𝑥− 𝜋, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) = det

[︂
⟨𝑦, 𝑥⟩ 0
* 𝐺(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛)

]︂
= ⟨𝑦, 𝑥⟩det𝐺(𝑒1, . . . , 𝑒𝑛).

Наконец, ⟨𝑦, 𝑥⟩ = ⟨𝑦, 𝑦⟩ = 𝜌2(𝑥, 𝐿), что завершает доказательство.

6 Линейные ограниченные операторы в нор-
мированных пространствах

Задача 6. Доказать, что следующие операторы являются линейными огра-
ниченными и найти их нормы:

а) 𝐴 : 𝐶[0, 1] → 𝐶[0, 1], (𝐴𝑥)(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0
𝑥(𝑠)𝑑𝑠;

б) 𝐴 : 𝐶[−1, 1] → 𝐶[−1, 1], (𝐴𝑥)(𝑡) =
∫︀ 𝑡

−1
𝑥(𝑠)𝑑𝑠−

∫︀ 1

0
𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠;

в) 𝐴 : 𝐿1[0, 1] → 𝐿1[0, 1], (𝐴𝑥)(𝑡) = 𝑥(
√
𝑡);

г) 𝐴 : 𝐿2[0, 1] → 𝐿2[0, 1], (𝐴𝑥)(𝑡) = 𝑡
∫︀ 1

0
𝑥(𝑠)𝑑𝑠.

Решение. Линейность операторов очевидна во всех пунктах.

8

https://math.stackexchange.com/questions/2520730/e-n-orthonormal-basis-f-n-orthonormal-sequence-such-that-sum-left


а) ‖𝐴𝑥‖ = sup
𝑡∈[0,1]

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤ sup

𝑠∈[0,1]

|𝑥(𝑠)| = ‖𝑥‖.

При 𝑥 ≡ 1 дистигается равенство. Значит ‖𝐴‖ = 1.

б) Имеем

‖𝐴𝑥‖ = sup
𝑡∈[−1,1]

⃒⃒⃒⃒∫︁ 0

−1

𝑥(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

(1− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠−
∫︁ 1

𝑡

𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝑥‖+

∫︁ 1

0

(1− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 3

2
‖𝑥‖.

При 𝑥 ≡ 1 достигается равенство, следовательно ‖𝐴‖ = 3/2.

в) Рассмотрим 𝑥 из единичной сферы, т.е.
∫︁ 1

0

|𝑥(𝑠)|𝑑𝑠 = 1. Тогда

∫︁ 1

0

|𝑥(
√
𝑡)|

2
√
𝑡
𝑑𝑡 = 1.

‖𝐴𝑥‖ =

∫︁ 1

0

|𝑥(
√
𝑡)|𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

2
√
𝑡 · |𝑥(

√
𝑡)|

2
√
𝑡
𝑑𝑡 ≤ 2

∫︁ 1

0

|𝑥(
√
𝑡)|

2
√
𝑡
𝑑𝑡 = 2.

Рассмотрим последовательность {𝑥𝑛} ⊂ 𝐿1[0, 1], определенную как

𝑥𝑛(𝑠) =

{︃
𝑛 если 𝑠 ≥ 1− 1

𝑛

0 иначе
.

Тогда ‖𝑥𝑛‖ = 1 и

‖𝐴𝑥𝑛‖ =

∫︁ 1

0

𝑥𝑛(𝑠) · 2𝑠𝑑𝑠 = 𝑛

(︃
1−

(︂
1− 1

𝑛

)︂2
)︃

→ 2.

Значит ‖𝐴‖ = 2.

г) Имеем

‖𝐴𝑥‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝑡

∫︁ 1

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
=

∫︁ 1

0

𝑡2𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

3

√︃∫︁ 1

0

𝑥2(𝑠)𝑑𝑠 =
1

3
‖𝑥‖.

При 𝑥 ≡ 1 достигается равенство, следовательно ‖𝐴‖ = 1/3.

Задача 7. Будет ли ограниченным оператор𝐴 : 𝐶[0, 1] → 𝐶[0, 1] (𝐴𝑥)(𝑡) =
𝑑𝑥
𝑑𝑡 с областью определения 𝐿 – линейным многообразием непрерывно диф-
ференцируемых на [0, 1] функций?

Решение. Рассмотрим последовательность
{︁
𝑥𝑛(𝑡) =

𝑒𝑛𝑡

𝑒𝑛

}︁
. Тогда ‖𝑥𝑛‖ =

1, но (𝐴𝑥𝑛)(𝑡) = 𝑛𝑥𝑛(𝑡) и ‖𝐴𝑥𝑛‖ = 𝑛→ ∞, следовательно 𝐴 неограничен.
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Задача 8. а) Доказать, что оператор 𝐷 = 𝑑
𝑑𝑥 : 𝐶1[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] непре-

рывен.
б) Доказать тождество (𝑥𝐷𝑥)𝑛𝑢 = 𝑥𝑛𝐷𝑛(𝑥𝑛𝑢), 𝑢 ∈ 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏].
Решение. а) Пусть 𝑥𝑛 → 𝑥0, {𝑥𝑛} ⊂ 𝐶1[𝑎, 𝑏]. Тогда

‖𝐴𝑥𝑛 −𝐴𝑥0‖ = sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑥′𝑛(𝑡)− 𝑥′0(𝑡)|

≤ sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑥′𝑛(𝑡)− 𝑥′0(𝑡)|+ sup
𝑡∈[𝑎,𝑏]

|𝑥𝑛(𝑡)− 𝑥0(𝑡)| = ‖𝑥𝑛 − 𝑥0‖ → 0.

б) Индукция по 𝑛. При 𝑛 = 1 имеем (𝑥𝐷𝑥)𝑢 = 𝑥𝐷(𝑥𝑢). Совершим пере-
ход 𝑛 ↦→ 𝑛+ 1:

(𝑥𝐷𝑥)𝑛+1𝑢 = (𝑥𝐷𝑥)(𝑥𝐷𝑥)𝑛𝑢 = (𝑥𝐷𝑥)(𝑥𝑛𝐷𝑛(𝑥𝑛𝑢)) = 𝑥𝐷(𝑥𝑛+1𝐷𝑛(𝑥𝑛𝑢))

= 𝑥((𝑛+ 1)𝑥𝑛𝐷𝑛(𝑥𝑛𝑢) + 𝑥𝑛+1𝐷𝑛+1(𝑥𝑛𝑢))

= 𝑥𝑛+1(𝐷𝑛+1(𝑥𝑛+1𝑢)−𝐷𝑛𝑥𝑛+1𝐷𝑢+ 𝑥𝐷𝑛+1(𝑥𝑛𝑢)).

Имеем

𝑥𝐷𝑛+1𝑥𝑛𝑢 = 𝐷𝑥𝐷𝑛𝑥𝑛𝑢−𝐷𝑛𝑥𝑛𝑢

= 𝐷2𝑥𝐷𝑛−1𝑥𝑛𝑢− 2𝐷𝑛𝑥𝑛𝑢 = . . .

= 𝐷𝑛+1𝑥𝑛+1𝑢− (𝑛+ 1)𝐷𝑛𝑥𝑛𝑢

= 𝐷𝑛((𝑛+ 1)𝑥𝑛𝑢+ 𝑥𝑛+1𝐷𝑢)− (𝑛+ 1)𝐷𝑛𝑥𝑛𝑢 = 𝐷𝑛𝑥𝑛+1𝐷𝑢.

Значит (𝑥𝐷𝑥)𝑛+1𝑢 = 𝑥𝑛+1𝐷𝑛+1(𝑥𝑛+1𝑢).

Задача 17. Пусть 𝐸 – линейное пространство, 𝑓 – ненулевой линейный
функционал на 𝐸. Доказать, что существует 𝑥 ∈ 𝐸 такой, что 𝐸 = ker 𝑓 ⊕
⟨𝑥⟩].

Решение отсюда. Для 𝑥 ∈ 𝐸 положим

𝑥1 = 𝑥− 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥0)
𝑥0, 𝑥2 =

𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥0)
𝑥0.

Тогда 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2, 𝑥2 ∈ [𝑥0] и

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥0)
𝑓(𝑥0) = 0,

следовательно 𝑥1 ∈ ker 𝑓 . Наконец, ker 𝑓 ∩ [𝑥0] = {0}, поскольку если 𝑐𝑥0 ∈
ker 𝑓 то 𝑓(𝑐𝑥0) = 𝑐𝑓(𝑥0) = 0, откуда 𝑐 = 0.

Задача 22. Доказать, что последовательность операторов {𝐴𝑛}, 𝐴𝑛 ∈
ℒ(𝐶[0, 1]), (𝐴𝑛𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥1+

1
𝑛 ) поточечно сходится к 𝐼. Верно ли, что 𝐴𝑛

сходится к 𝐼 по операторной норме?
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Решение отсюда. Заметим сначала, что 𝑥1+
1
𝑛 равномерно сходится к 𝑥

на [0, 1]:

sup
𝑥∈[0,1]

|𝑥− 𝑥1+
1
𝑛 | = 1

𝑛+ 1

(︂
𝑛

𝑛+ 1

)︂𝑛

→ 0.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐶[0, 1], 𝜀 > 0. По теореме Кантора 𝑓 равномерно непрерывна на
[0, 1], следовательно существует 𝛿 > 0 т.ч. для всех 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1] с |𝑥− 𝑦| < 𝛿

верно |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| < 𝜀. В силу равномерной сходимости 𝑥1+
1
𝑛 → 𝑥 на [0, 1]

существует 𝑁 т.ч. |𝑥1+ 1
𝑛 − 𝑥| < 𝛿 для всех 𝑥 ∈ [0, 1] и 𝑛 ≥ 𝑁 . Для таких

𝑛 ≥ 𝑁

‖𝐴𝑛𝑓 − 𝑓‖ = sup
𝑥∈[0,1]

|𝑓(𝑥1+ 1
𝑛 )− 𝑓(𝑥)| ≤ sup

𝑥,𝑦∈[0,1]
|𝑥−𝑦|<𝛿

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| < 𝜀.

Покажем, что 𝐴𝑛 не сходится к 𝐼 по операторной норме. Действительно,
рассмотрим последовательность функций 𝑓𝑛, линейно соединяющих точки
(0, 0), (1/2𝑛+1, 0), (1/2𝑛, 1), (1, 1). Тогда ‖𝑓𝑛‖ = 1, но

‖𝐴𝑛𝑓𝑛 − 𝑓𝑛‖ ≥

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓𝑛
(︃(︂

1

2𝑛

)︂1+ 1
𝑛

)︃
− 𝑓𝑛

(︂
1

2𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒

=

⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑛

(︂
1

2𝑛+1

)︂
− 𝑓𝑛

(︂
1

2𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
= 1.

Задача 26. Доказать, что

а) тригонометрическая система не является базисом в пространстве 𝐶𝑃 [−𝜋, 𝜋];

б) система {𝑥𝑘}∞𝑘=0 не является базисом в 𝐿2[0, 1].

Решение. а) См. Лекции по функциональному анализу, Р.В. Констан-
тинов, стр. 225.

б) (Методические указания по курсу функциоанльный анализ, стр. 5)
Предположим, что {𝑡𝑘} – базис в 𝐿2[0, 1], т.е.

∀𝑥 ∈ 𝐿2[0, 1] ∃{𝛼𝑘} :

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑥(𝑡)−

∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑡
𝑘−1

⃦⃦⃦⃦
⃦→ 0.

Для каждого 𝑠 ∈ [0, 1] определим характеристическую функцию отрезка

[0, 𝑠] как 𝑦𝑠(𝑡) = 𝐼{𝑡 ∈ [0, 𝑠]}. Тогда ⟨𝑥, 𝑦𝑠⟩ =

∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘⟨𝑡𝑘−1, 𝑦𝑠⟩ в силу непре-

рывности скалярного произведения. Имеем

⟨𝑡𝑘−1, 𝑦𝑠⟩ =
∫︁ 𝑠

0

𝑡𝑘−1𝑑𝑡 =
𝑠𝑘

𝑘

⟨𝑥, 𝑦𝑠⟩ =
∫︁ 𝑠

0

𝑥(𝑡)𝑑𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘
𝑠𝑘

𝑘
,
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причем ряд в правой части сходится ∀𝑠 ∈ [0, 1]. Поэтому функция 𝑓(𝑠) =∫︀ 𝑠

0
𝑥(𝑡)𝑑𝑡 аналитическая при 𝑠 ∈ [0, 1], и, следовательно, ее производная

также аналитическая. С другой стороны, производная 𝑓(𝑠) почти всюду
совпадает с 𝑥(𝑠). Следовательно каждая функция из 𝐿2[0, 1] является почти
всюду аналитической, что неверно.

Задача 28. Пусть 𝑋 – банахово пространство, 𝐴 ∈ ℒ(𝑋). Доказать, что
ряд

∑︀∞
𝑘=0𝐴

𝑘 сходится в ℒ(𝑋) тогда и только тогда, когда для некоторого
натурального 𝑘 выполняется неравенство ‖𝐴𝑘‖ < 1.

Решение. Если
∑︀∞

𝑘=0𝐴
𝑘 <∞, то ‖𝐴𝑘‖ → 0. Докажем в другую сторону.

Пусть ‖𝐴𝑘‖ ≤ 1. Тогда

‖𝐴𝑛‖ ≤ ‖𝐴𝑛−𝑘‖‖𝐴𝑘‖ ≤ · · · ≤ ‖𝐴𝑘‖[𝑛𝑘 ] · ‖𝐴𝑛
𝑘 −[𝑛𝑘 ]‖⃦⃦⃦⃦

⃦
∞∑︁

𝑛=0

𝐴𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤

∞∑︁
𝑛=0

‖𝐴𝑘‖ ≤
𝑘−1∑︁
𝑟=0

‖𝐴𝑟‖
∞∑︁

𝑛=0

‖𝐴𝑘‖[𝑛𝑘 ] <∞,

следовательно ряд
∑︀∞

𝑘=0𝐴
𝑘 <∞ сходится, так как последовательность его

частичных сумм фундаментальна.

7 Обратный оператор, спектр, резольвента
Задача 5. Рассмотрим оператор 𝐴 : 𝐶[0, 1] → 𝐶[0, 1]

(𝐴𝑥)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠.

Что представляет собой множество значений оператора 𝐴? Существует ли
оператор 𝐴−1, определенный на множестве значений и ограничен ли он?

Решение. Образы 𝐴𝑥 представляют собой непрерывно дифференциру-
емые функции, поэтому im𝐴 = 𝐶1[0, 1].

Обратный оператор𝐴−1 : 𝐶1[0, 1] → 𝐶[0, 1] определяется как (𝐴−1𝑦)(𝑡) =
𝑑
𝑑𝑡𝑦(𝑡). Он ограничен согласно пункту а) задачи 8.

Задача 6. Рассмотрим оператор 𝐴 : 𝐶[0, 1] → 𝐶[0, 1]

(𝐴𝑥)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑥(𝑡).

Доказать, что 𝐴 имеет ограниченный обратный на всем 𝐶[0, 1] и найти 𝐴−1.
Решение отсюда. Имеем∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠+
𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑦(𝑡)
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𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑒𝑡
∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠

)︂
= 𝑒𝑡𝑦(𝑡)

𝑒𝑡
∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝑠𝑦(𝑠)𝑑𝑠∫︁ 𝑡

0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑒−𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝑠𝑦(𝑠)𝑑𝑠

𝑥(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑒−𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝑠𝑦(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡)−

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝑠−𝑡𝑦(𝑠)𝑑𝑠 = (𝐴−1𝑦)(𝑡).

Ограниченность 𝐴−1 следует из ‖𝐴−1𝑦‖ ≤ 2‖𝑦‖.

8 Мера и интеграл Лебега

9 Сопряжённое пространство, теорема Хана-
Банаха, теорема Рисса-Фреше

Задача 1. Доказать, что 𝑙*𝑝 ≃ 𝑙𝑞 (1 < 𝑝 <∞, 𝑝−1+ 𝑞−1 = 1), 𝑙*1 ≃ 𝑙∞, 𝑐*0 ≃ 𝑙1,
𝑐* ≃ 𝑙1. Верно ли, что 𝑙*∞ ≃ 𝑙1?

Решение. Доказательство 𝑙*𝑝 ≃ 𝑙𝑞 (1 < 𝑝 < ∞, 𝑝−1 + 𝑞−1 = 1) можно
найти здесь.

Докажем 𝑙*1 ≃ 𝑙∞. Каждому 𝑧 ∈ 𝑙∞ можно сопоставить 𝑓 ∈ 𝑙*1, 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑧𝑖. Действительно,

|𝑓(𝑥)| ≤
∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖||𝑧𝑖| ≤ sup
𝑖

|𝑧𝑖|
∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖| = ‖𝑧‖∞‖𝑥‖1.

С другой стороны, если 𝑓 ∈ 𝑙*1, то 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑓(𝑒𝑖). Функционалу 𝑓 сопо-

ставим 𝑧 = (𝑓(𝑒1), 𝑓(𝑒2), . . . ). Тогда

|𝑓(𝑥)| ≤
∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖||𝑓(𝑒𝑖)| ≤ sup |𝑓(𝑒𝑖)|
∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖| = ‖𝑧‖∞‖𝑥‖1.

Значит ‖𝑓‖ ≤ ‖𝑧‖. С другой стороны ∀𝑖

‖𝑧‖ = sup |𝑓(𝑒𝑖)| ≤ ‖𝑓‖‖𝑒𝑖‖ = ‖𝑓‖

и ‖𝑧‖ = ‖𝑓‖, как и требовалось.
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Докажем 𝑐*0 ≃ 𝑙1. Всякому 𝑧 ∈ 𝑙1 можно сопоставить 𝑓 ∈ 𝑐*0, 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑥𝑛𝑧𝑛. Действительно,

|𝑓(𝑥)| ≤ sup |𝑥𝑖|
∞∑︁
𝑖=1

|𝑧𝑖| = ‖𝑥‖𝑐0‖𝑧‖1 =⇒ ‖𝑓‖ ≤ ‖𝑧‖.

Также каждому функционалу 𝑓 ∈ 𝑐*0 можно сопоставить последователь-
ность 𝑧 = (𝑓(𝑒1), 𝑓(𝑒2), . . . ) ∈ 𝑙1:

‖𝑧‖ =

∞∑︁
𝑖=1

|𝑓(𝑒𝑖)| = lim
𝑛→∞

|𝑓(𝑦𝑛)| ≤ ‖𝑓‖,

где 𝑦𝑛 = (sgn𝑓(𝑒1), . . . , sgn𝑓(𝑒𝑛), 0, 0, . . . ).
Доказательство 𝑐* ≃ 𝑙1 можно найти здесь или здесь.
Доказательство неизоморфности 𝑙*∞ и 𝑙1 можно найти здесь.

Задача 9. Пусть 𝐿 ⊂ 𝐻 – линейное многообразие в гильбертовом про-
странстве, 𝑓 – непрерывный линейный функционал на 𝐿. Доказать, что
∃!𝑓 ∈ 𝐻* : 𝑓 |𝐿 = 𝑓 , ‖𝑓‖ = ‖𝑓‖.

Решение. См. здесь.

10 Слабая и слабая* сходимость
Задача 1. Найти замыкание единичной сферы пространства 𝑙2 в смысле
слабой сходимости.

Решение. См. здесь.

Задача 2. Будет ли гильбертово (произвольное банахово) пространство
полным в смысле слабой сходимости?

Решение. См. здесь.

Задача 3. Пусть 𝑓𝑛(𝑥) = sin𝑛𝑥 (−𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋). Доказать, что 𝑓𝑛 в
𝐿2[−𝜋, 𝜋] сходится слабо, но не сильно.

Решение. См. здесь.

Задача 8. Пусть 𝐻 – гильбертово пространство, ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ → 0, 𝑦𝑛
сл.→ 𝑦.

Доказать, что (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) → (𝑥, 𝑦). Можно ли условие ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ → 0 заменить
более слабым 𝑥𝑛

сл.→ 𝑥?
Решение. При 𝑥𝑛

сл.→ 𝑥 утверждение неверно: 𝑒𝑛
сл.→ 0, но (𝑒𝑛, 𝑒𝑛) = 1 ̸→

0 = (0, 0). Остальнеое см. здесь.

Задача 9. Пусть последовательность 𝑥𝑛 гильбертова пространства 𝐻
слабо сходится к 𝑥, причем ‖𝑥𝑛‖ → ‖𝑥‖ при 𝑛 → ∞. Доказать, что ‖𝑥𝑛 −
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𝑥‖ → 0 при 𝑛→ ∞. Верно ли это утверждение для произвольного банахова
пространства?

Решение. См. здесь.

11 Сопряженные операторы, самосопряженные
операторы

Задача 1. Найти сопряженный к оператору 𝐴 : 𝐿2[0, 1] → 𝐿2[0, 1], если

а) (𝐴𝑥)(𝑡) =
∫︀ 1

0
𝑡𝑥(𝑠)𝑑𝑠;

б) (𝐴𝑥)(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0
𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠.

Решение. Имеем (𝐴𝑥, 𝑦) = (𝑥,𝐴†𝑦).

а) Покажем, что (𝐴†𝑦)(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝑡𝑦(𝑡)𝑑𝑡:

(𝐴𝑥, 𝑦) =

∫︁ 1

0

(𝐴𝑥)(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

𝑦(𝑡)

(︂∫︁ 1

0

𝑡𝑥(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡

=

∫︁ 1

0

𝑥(𝑠)

(︂∫︁ 1

0

𝑡𝑦(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑠

=

∫︁ 1

0

𝑥(𝑠)

(︂∫︁ 1

0

𝑡𝑦(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑠 = (𝑥,𝐴†𝑦).

б) Покажем, что (𝐴†𝑦)(𝑠) = 𝑠

∫︁ 1

𝑠

𝑦(𝑡)𝑑𝑡:

∫︁ 1

0

𝑦(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑡 =

∫︁ 1

0

𝑠𝑥(𝑠)

(︂∫︁ 1

𝑠

𝑦(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑠

=

∫︁ 1

0

𝑥(𝑠)

(︂
𝑠

∫︁ 1

𝑠

𝑦(𝑡)𝑑𝑡

)︂
𝑑𝑠 = (𝑥,𝐴†𝑦).

Задача 2. Пусть 𝐻 – вещественное гильбертово пространство; 𝑥𝑘 ∈ 𝐻,
𝑎𝑘 ∈ R (𝑘 = 1, 𝑛). Доказать, что

sup∑︀
𝑎2
𝑘≤1

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑥𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦ = sup

‖𝑥‖≤1

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑥, 𝑥𝑘)
2

)︃1/2

.

Решение. 𝐴 : 𝐻 → R𝑛, 𝐴(𝑥) = ((𝑥, 𝑥1), . . . , (𝑥, 𝑥𝑛)) ∈ R𝑛. Тогда 𝐴† :
(R𝑛)* → 𝐻*, но в силу гильбертовости R𝑛 и 𝐻 имеем 𝐴† : R𝑛 → 𝐻. Найдем
𝐴†:

(𝐴𝑥, 𝑏) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥, 𝑥𝑖)𝑏𝑖 =

(︃
𝑥,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖

)︃
=⇒ 𝐴†(𝑏) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥𝑖.
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Следовательно,

sup∑︀
𝑎2
𝑖≤1

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ = sup

‖𝑎‖≤1

‖𝐴†(𝑎)‖ = ‖𝐴†‖ = ‖𝐴‖ = sup
‖𝑥‖≤1

‖𝐴(𝑥)‖ = sup
‖𝑥‖≤1

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑥, 𝑥𝑘)
2

)︃1/2

.

Задача 9. 𝐴 ∈ ℒ(𝑙2) : 𝐴𝑥 = (0, 𝑥1, 𝑥2, . . . ). Найти 𝜎(𝐴) и 𝜎(𝐴*).
Решение. См. здесь и здесь.

Задача 11. Пусть 𝐻 – гильбертово пространство, оператор 𝐴 : 𝐻 → 𝐻
линеен и (𝐴𝑥, 𝑦) = (𝑥,𝐴𝑦) для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻. Доказать, что 𝐴 ∈ ℒ(𝐻).

Решение. См. здесь.

12 Компактные операторы
Задача 9. Пусть 𝐴 – диагональный оператор в 𝑙2: 𝐴𝑥 = (𝜆1𝑥1, 𝜆2𝑥2, . . . ).

а) Доказать, что 𝜎(𝐴) = {𝜆𝑛}.

б) Доказать, что 𝐴 – компактен ⇐⇒ 𝜆𝑛 → 0.

Решение. См. здесь и здесь.

Задача 10. Является ли пробразование Фурье 𝐹𝑓(𝑥) =
∫︀∞
−∞ 𝑓(𝑦)𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦

компактным оператором в случае

а) 𝐹 : 𝐿2(R) → 𝐿2(R),

б) 𝐹 : 𝐿1(R) → 𝐵𝐶(R).
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