
С 2.4. Заметим, что 𝑦 ൌ 0; 𝑦 ൌ െ1 являются решениями уравнения 

𝑦ᇱ cos 𝑥 ൅ 𝑦ሺ1 ൅ 𝑦ሻ sin 𝑥 ൌ 0. 

Теперь, предполагая, что 𝑦 ് 0; 𝑦 ്ൌ െ1 преобразуем уравнение: 

𝑑𝑦
𝑦ሺ1 ൅ 𝑦ሻ

൅ tg 𝑥 𝑑𝑥 ൌ 0 

ln ฬ
𝑦

1 ൅ 𝑦
ฬ െ ln|cos 𝑥| ൌ 𝐶଴ 

ln ฬ
𝑦

1 ൅ 𝑦
ฬ ൌ ln 𝑒஼బ|cos 𝑥| 

𝑦
1 ൅ 𝑦

ൌ 𝐶 ⋅ cos 𝑥, 

где 𝐶 ് 0. Заметим, что при 𝐶 ൌ 0 функция 𝑦 ൌ 0 удовлетворяет последнему уравнению. 

Таким образом получаем следующий ответ: 𝑦 ൌ െ1  или 𝑦 ൌ ஼ ୡ୭ୱ ௫

ଵି஼ ୡ୭ୱ ௫
  ∀𝐶 ∈ ℝ . 

 

С 2.13. Заметим, что 𝑦 ൌ 0; 𝑦 ൌ െ1 являются решениями уравнения 

ሺ𝑥 ൅ 1ሻ𝑦ᇱ ൅ 𝑦ሺ𝑦 ൅ 1ሻ ൌ 0. 

Предполагая, что 𝑦 ് 0; 𝑦 ് െ1 получим эквивалентные уравнения 

𝑑𝑦
𝑦ሺ1 ൅ 𝑦ሻ

൅
𝑑𝑥

1 ൅ 𝑥
ൌ 0 

ln ฬ
𝑦

1 ൅ 𝑦
ฬ ൅ ln|1 ൅ 𝑥| ൌ 𝐶଴ 

ฬ
𝑦

1 ൅ 𝑦
ฬ ൌ

𝑒஼బ

|1 ൅ 𝑥|
 

𝑦
1 ൅ 𝑦

ൌ
𝐶

1 ൅ 𝑥
, 

где 𝐶 ് 0. Заметим, что при 𝐶 ൌ 0 функция 𝑦 ൌ 0 удовлетворяет последнему уравнению. 

Таким образом получаем следующий ответ: 𝑦 ൌ െ1  или 𝑦ሺ1 ൅ 𝑥ሻ ൌ 𝐶ሺ1 ൅ 𝑦ሻ ∀𝐶 ∈ ℝ . 

 

С 2.33. Заметим, что 𝑦 ് 0 в силу условии 𝑦ሺ0ሻ ൌ 1/4. Уравнение разделим на 𝑦ሺ𝑒௫ ൅ 1ሻଶ: 

ሺ𝑒௫ ൅ 1ሻଶ𝑦ᇱ ൅ ሺ𝑒ଶ௫ െ 1ሻ𝑦 ൌ 0 

𝑑𝑦
𝑦

൅
𝑒௫ െ 1
𝑒௫ ൅ 1

𝑑𝑥 ൌ 0 

Заметим, что 

න
𝑒௫ െ 1
𝑒௫ ൅ 1

𝑑𝑥 ൌ න ൬1 െ
2

𝑒௫ ൅ 1
൰ 𝑑𝑥 ൌ න 𝑑𝑥 െ 2 න

𝑑𝑥
𝑒௫ ൅ 1

ൌ 



ൌ |𝑒௫: ൌ 𝑡| ൌ න 𝑑𝑥 െ 2 න
𝑑𝑡

𝑡ሺ𝑡 ൅ 1ሻ
ൌ 𝑥 െ 2 ln ฬ

𝑡
𝑡 ൅ 1

ฬ ൅ 𝐶∗ ൌ 

ൌ 𝑥 െ 2 ln
𝑒௫

𝑒௫ ൅ 1
൅ 𝐶∗ ൌ ln

ሺ𝑒௫ ൅ 1ሻଶ

𝑒௫ ൅ 𝐶∗. 

Значит, после интегрирования наше уравнение станет 

ln|𝑦| ൅ ln
ሺ𝑒௫ ൅ 1ሻଶ

𝑒௫ ൌ 𝐶଴ 

|𝑦| ൌ 𝑒஼బ ⋅
𝑒௫

ሺ𝑒௫ ൅ 1ሻଶ 

𝑦 ൌ
𝐶𝑒௫

ሺ𝑒௫ ൅ 1ሻଶ , 𝐶 ് 0 

Учитывая условие 𝑦ሺ0ሻ ൌ 1/4 и подставляя 𝑥 ൌ 0 получаем 𝐶 ൌ 1. Итак, ответ: 

𝑦 ൌ
𝑒௫

ሺ𝑒௫ ൅ 1ሻଶ .  

 

С 2.45. Вычисляем производную: 

𝑦 ൌ 𝐶 cos 𝑥 ൅ 2 

𝑦ᇱ ൌ െ𝐶 cos 𝑥 

Вычислив 𝐶 и приравняв полученные два выражения имеем 

tg 𝑥 ሺ𝑦 െ 2ሻ ൌ െ𝑦ᇱ 

Заменим െ𝑦ᇱ на 1/𝑦ᇱ и решим уравнение: 

ሺ𝑦 െ 2ሻ𝑑𝑦 ൌ ctg 𝑥 𝑑𝑥 

𝑦ଶ

2
െ 2𝑦 ൌ ln|sin 𝑥| ൅ 𝐶଴ 

𝑒
௬మ

ଶ ିଶ௬ ൌ 𝐶 sin 𝑥 , 𝐶 ് 0.  

 

Ф 67. Заменив 𝑡 ൌ 𝑦ଷ получим 

𝑡ᇱ ൅ 16𝑥 ൌ 2𝑥𝑡. 

Заметим, что 𝑡 ൌ 8 ሺ𝑦 ൌ 2ሻ решение этого уравнения. Предположим, что 𝑡 ് 8. Тогда 

𝑑𝑡
𝑡 െ 8

ൌ 2𝑥 

ln|𝑡 െ 8| ൌ 𝑥ଶ. 

Но ведь любое решение 𝑡 последнего уравнения при 𝑥 → ∞ очевидно неограничено, а значит 
не ограничено и 𝑦. Отсюда единственный ответ: 𝑦 ൌ 2 . 



 

Ф 109. Заменив 𝑦 ൌ 𝑡𝑥 и учитывая, что 𝑑𝑦 ൌ 𝑥𝑑𝑡 ൅ 𝑡𝑑𝑥, получаем 

𝑦ᇱ െ
𝑦
𝑥

ൌ ቀ1 ൅
𝑦
𝑥

ቁ ln ቀ1 ൅
𝑦
𝑥

ቁ 

𝑥𝑑𝑡
𝑑𝑥

ൌ ሺ1 ൅ 𝑡ሻ lnሺ1 ൅ 𝑡ሻ 

Поскольку мы должны иметь 1 ൅ 𝑡 ൐ 0, то при делении на 𝑥ሺ1 ൅ 𝑡ሻ lnሺ1 ൅ 𝑡ሻ мы потеряем 
только решение 𝑡 ൌ 0 ሺ𝑦 ൌ 0ሻ. При 𝑡 ് 0 получим 

𝑑𝑡
ሺ1 ൅ 𝑡ሻ lnሺ1 ൅ 𝑡ሻ

ൌ
𝑑𝑥
𝑥

 

ln|lnሺ1 ൅ 𝑡ሻ| ൌ ln|𝑥| ൅ 𝐶଴ 

|lnሺ1 ൅ 𝑡ሻ| ൌ 𝑒஼బ|𝑥| 

ln ቀ1 ൅
𝑦
𝑥

ቁ ൌ 𝐶𝑥, 𝐶 ് 0 

При 𝐶 ൌ 0 решение 𝑦 ൌ 0 удовлетворяет последнему уравнению, а значит ответ будет: 

ln ቀ1 ൅
𝑦
𝑥

ቁ ൌ 𝐶𝑥 ∀𝐶 ∈ ℝ.  

 

Ф 117. Заменим 

൜
𝑢 ൌ 𝑥 െ 3
𝑣 ൌ 𝑦 ൅ 2 

Тогда уравнение станет 

𝑣𝑑𝑢 ൌ ሺ2𝑢 ൅ 𝑣ሻ𝑑𝑣. 

Заменим 𝑦 ൌ 𝑡𝑥: 

𝑡𝑑𝑢 ൌ ሺ2 ൅ 𝑡ሻሺ𝑢𝑑𝑡 ൅ 𝑡𝑑𝑢ሻ 

𝑡ሺ1 ൅ 𝑡ሻ𝑑𝑢 ൅ 𝑢ሺ2 ൅ 𝑡ሻ𝑑𝑡 ൌ 0 

Заметим, что 𝑡 ൌ 0 ሺ𝑣 ൌ 0ሻ; 𝑡 ൌ െ1 ሺ𝑣 ൌ െ𝑢ሻ решения нашего уравнения. Предполагая, что 
𝑡 ് 0; 𝑡 ് െ1 получим 

0 ൌ
𝑑𝑢
𝑢

൅
ሺ2 ൅ 𝑡ሻ
𝑡ሺ1 ൅ 𝑡ሻ

𝑑𝑡 ൌ
𝑑𝑢
𝑢

൅ ൬
2
𝑡

െ
1

1 ൅ 𝑡
൰ 𝑑𝑡 

ln|𝑢| ൅ ln 𝑡ଶ െ ln|1 ൅ 𝑡| ൌ 𝐶଴ 

𝑢 ൌ 𝐶 ⋅
1 ൅ 𝑡

𝑡ଶ , 𝐶 ് 0 

𝑣ଶ ൌ 𝐶ሺ𝑣 ൅ 𝑢ሻ, 𝐶 ് 0 

Заметим, что при 𝐶 ൌ 0 функция 𝑣 ൌ 0 удовлетворяет последнему уравнению. Значит, 

получаем следующий ответ: 𝑦 ൌ 1 െ 𝑥  или ሺ𝑦 ൅ 2ሻଶ ൌ 𝐶ሺ𝑦 ൅ 𝑥 െ 1ሻ ∀𝐶 ∈ ℝ . 



 

С 3.22. 𝑥𝑦ᇱ െ 2𝑦 ൌ 2𝑥ସ. 

Сначала решим 

𝑥𝑦ᇱ െ 2𝑦 ൌ 0 ⟺ ൬ 
𝑑𝑦
𝑦

ൌ
2𝑑𝑥

𝑥
∧ 𝑦 ് 0൰ ∨ 𝑦 ൌ 0 

⟺ ሺln|𝑦| ൌ 2 ln|𝑥| ൅ 𝐶଴ ∧ 𝐶଴ ് 0 ∧ 𝑦 ് 0ሻ ∨ 𝑦 ൌ 0 

⟺ 𝑦 ൌ 𝐶𝑥ଶ, 𝐶 ∈ ℝ. 

Теперь рассмотрим 𝐶 как функцию от 𝑥: 𝐶 ൌ 𝐶ሺ𝑥ሻ. Подставим в начальное уравнение наше 
решение 

𝑥ሺ𝐶ᇱ𝑥ଶ ൅ 2𝐶𝑥ሻ െ 2𝐶𝑥ଶ ൌ 2𝑥ସ 

⟺ 𝐶ᇱ ൌ 2𝑥 

𝐶 ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝐴, 𝐴 ∈ ℝ. 

Отсюда решение исходного уравнения будет 𝑦 ൌ 𝑥ସ ൅ 𝐴𝑥ଶ, 𝐴 ∈ ℝ . 

 

С 3.37. 𝑥ଶ𝑦ᇱ ൌ 5𝑥𝑦 ൅ 6. 

Сначала решим 

𝑥ଶ𝑦ᇱ ൌ 5𝑥𝑦 ⟺ 𝑥𝑦ᇱ ൌ 5𝑦 ⟺
𝑑𝑦
𝑦

ൌ
5𝑑𝑥

𝑥
 ⟺ 𝑦 ൌ 𝐶𝑥ହ, 𝐶 ∈ ℝ. 

Теперь, 

𝑥ଶሺ𝐶ᇱ𝑥ହ ൅ 5𝐶𝑥ସሻ ൌ 5𝐶𝑥଺ ൅ 6 

𝐶ᇱ ൌ
6

𝑥଻  ⟺ 𝐶 ൌ െ
1

𝑥଺ ൅ 𝐴, 𝐴 ∈ ℝ. 

Значит 𝑦 ൌ െ ଵ

௫
൅ 𝐴𝑥ହ. Подставляя 𝑦ሺ1ሻ ൌ 1 получим 𝑦 ൌ 2𝑥ହ െ ଵ

௫
. 

 

С 3.55. 𝑦ᇱ െ ௬

௫
ൌ 𝑦ଶ. 

Очевидно, 𝑦 ൌ 0 решение. Далее предположим, что 𝑦 ് 0. Заменим 𝑧 ൌ 𝑦ିଵ: 

െ
𝑧ᇱ

𝑧ଶ െ
1

𝑥𝑧
ൌ

1
𝑧ଶ  ⟺  െ𝑧 ൌ 𝑥𝑧ᇱ ൅ 𝑥. 

െ𝑧 ൌ 𝑥𝑧ᇱ ⟺
𝑑𝑧
𝑧

ൌ െ
𝑑𝑥
𝑥

⟺ 𝑧 ൌ
𝐶
𝑥

, 𝐶 ് 0. 

െ𝑧 ൌ 𝑥 ቆ
𝐶ᇱ

𝑥
െ

𝐶
𝑥ଶቇ ൅ 𝑥 ⟺ 𝐶ᇱ ൌ െ𝑥 ⟺ 𝐶 ൌ െ

𝑥ଶ

2
൅ 𝐴, 𝐴 ∈ ℝ. 



𝑦 ൌ 0 ∨  
1
𝑦

ൌ 𝑧 ൌ െ
𝑥
2

൅
𝐴
𝑥

, 𝐴 ∈ ℝ . 

 

С 3.89. 𝑦ᇱ ൌ 𝑦ଶ െ 2𝑥𝑦 ൅ 𝑥ଶ െ 3 

⟺ 𝑦ᇱ ൌ ሺ𝑦 െ 𝑥ሻଶ െ 3. 

Заменим 𝑧 ൌ 𝑦 െ 𝑥: 

⟺ 𝑧ᇱ ൌ 𝑧ଶ െ 4 ⟺ ൬
𝑑𝑧

𝑧ଶ െ 4
ൌ 𝑑𝑥 ∧ 𝑧ଶ ് 4൰ ∨ 𝑧ଶ ൌ 4.      ሺ∗ሻ 

Очевидно, 𝑧 ൌ േ2 решения уравнения. Предположим, что 𝑧 ് േ2. Тогда 

1
4

൬
1

𝑧 െ 2
െ

1
𝑧 ൅ 2

൰ 𝑑𝑧 ൌ 𝑑𝑥 ⟺ ln ฬ
𝑧 െ 2
𝑧 ൅ 2

ฬ ൌ 4𝑥 ൅ 𝐶଴, 𝐶଴ ∈ ℝ 

⟺
𝑧 െ 2
𝑧 ൅ 2

ൌ 𝐶𝑒ସ௫, 𝐶 ് 0. 

Заметим, что 

ሺ∗ሻ ⟺ 𝑧 ൌ െ2 ∨
𝑧 െ 2
𝑧 ൅ 2

ൌ 𝐶𝑒ସ௫, 𝐶 ∈ ℝ. 

Отсюда ответ: 

𝑦 െ 𝑥 ൌ െ2 ∨ 𝑦 െ 𝑥 ൌ 2 െ
4𝐶𝑒ସ௫

1 െ 𝐶𝑒ସ௫ , 𝐶 ∈ ℝ . 

 

Ф 147. ሺsinଶ 𝑦 ൅ 𝑥 ctg 𝑦ሻ𝑦ᇱ ൌ 1 

⟺ sinଶ 𝑦 ൅ 𝑥 ctg 𝑦 ൌ 𝑥ᇱሺ𝑦ሻ. 

Сначала решим 

𝑥 ctg 𝑦 ൌ 𝑥ᇱ ⟺ ൬
𝑑 sin 𝑦
sin 𝑦

ൌ
𝑑𝑥
𝑥

∧ 𝑥 ് 0൰ ∨ 𝑥 ൌ 0 

⟺ ሺln|sin 𝑦| ൌ ln|𝑥| ൅ 𝐶଴ ∧ 𝑥 ് 0ሻ ∨ 𝑥 ൌ 0 

⟺ 𝑥 ൌ 𝐶 sin 𝑦 , 𝐶 ∈ ℝ. 

Теперь, приняв 𝐶 ൌ 𝐶ሺ𝑦ሻ за функцию решим исходное равенство: 

sinଶ 𝑦 ൅ 𝐶 cos 𝑦 ൌ 𝐶ᇱ sin 𝑦 ൅ 𝐶 cos 𝑦 ⟺ 𝐶ᇱሺ𝑦ሻ ൌ sin 𝑦 ⟺ 𝐶 ൌ 𝐴 െ cos 𝑦 , 𝐴 ∈ ℝ. 

Отсюда ответ: 𝑥 ൌ sin 𝑦 ሺ𝐴 െ cos 𝑦ሻ, 𝐴 ∈ ℝ . 

 

С 4.4. ሺ𝑦 െ sin 𝑥ሻ𝑑𝑥 ൅ ሺ𝑥 ൅ 𝑒௬ሻ𝑑𝑦 ൌ 0. 

Найдем такую функцию 𝑢ሺ𝑥, 𝑦ሻ, дифференциал которой равен выражению левой стороны: 



𝑢 ൌ නሺ𝑦 െ sin 𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ 𝑥𝑦 ൅ cos 𝑥 ൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ 

𝑥 ൅ 𝑒௬ ൌ
𝜕𝑢
𝜕𝑦

ൌ 𝑥 ൅ 𝜑ᇱ ⟹ 𝜑ሺ𝑦ሻ ൌ 𝑒௬ ൅ 𝐶 

Отсюда ответ: 0 ൌ 𝑥𝑦 ൅ cos 𝑥 ൅ 𝑒௬ ൅ 𝐶 . 

 

С 4.20. 2𝑥𝑦𝑑𝑥 ൅ ሺ2𝑦ଷ െ 𝑥ଶሻ𝑑𝑦 ൌ 0. 

Очевидно, 𝑦 ൌ 0 решение. Предположим, что 𝑦 ് 0. Найдем интегрирующий множитель 𝜇 ൌ
𝜇ሺ𝑦ሻ: 

2𝑥𝑦𝜇𝑑𝑥 ൅ ሺ2𝑦ଷ𝜇 െ 𝑥ଶ𝜇ሻ𝑑𝑦 ൌ 0 

ሺ2𝑥𝑦𝜇ሻ௬
ᇱ ൌ ሺ2𝑦ଷ𝜇 െ 𝑥ଶ𝜇ሻ௫

ᇱ  

2𝑥𝜇 ൅ 2𝑥𝑦𝜇ᇱ ൌ െ2𝜇𝑥 

𝑦𝜇ᇱ ൌ െ2𝜇 

𝑑𝜇
𝜇

ൌ െ2
𝑑𝑦
𝑦

 

𝜇ሺ𝑦ሻ ൌ
𝐶
𝑦ଶ 

Разделим начальное уравнение на 𝑦ଶ и решим: 

2𝑥
𝑦

𝑑𝑥 ൅ ቆ2𝑦 െ
𝑥ଶ

𝑦ଶቇ 𝑑𝑦 ൌ 0 

න
2𝑥
𝑦

𝑑𝑥 ൌ
𝑥ଶ

𝑦
൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ 

2𝑦 െ
𝑥ଶ

𝑦ଶ ൌ ቆ
𝑥ଶ

𝑦
൅ 𝜑ቇ

௬

ᇱ

ൌ െ
𝑥ଶ

𝑦ଶ ൅ 𝜑ᇱ 

𝜑ሺ𝑦ሻ ൌ 𝑦ଶ െ 𝐶 

𝑥ଶ

𝑦
൅ 𝑦ଶ ൌ 𝐶 

Отсюда ответ: 𝑦 ൌ 0 ∨ 𝑥ଶ ൌ 𝐶𝑦 െ 𝑦ଷ . 

 

З 1. Решим уравнение 𝑦ᇱ ൌ ௬మ

௫య ൅ ଶ௬

௫
െ 𝑥. Заметим, что это эквивалентно следующему: 

ሺ𝑦 ൅ 𝑥ଶሻᇱ ൌ
ሺ𝑦 ൅ 𝑥ଶሻଶ

𝑥ଷ  ⟺ 𝑧ᇱ ൌ
𝑧ଶ

𝑥ଷ , 𝑧ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑦ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑥ଶ  ⟺ 

⟺ ൬
𝑑𝑧
𝑧ଶ ൌ

𝑑𝑥
𝑥ଷ ∧ 𝑧 ് 0൰ ∨ 𝑧 ൌ 0 ⟺ ൬

1
𝑧

ൌ
1

2𝑥ଶ ൅ 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ൰ ∨ 𝑧 ൌ 0. 



Ответ: 𝑦 ൌ െ𝑥ଶ, 𝑦 ൌ 𝑥ଶ ଵିଶ஼௫మ

ଵାଶ஼௫మ . 

 

С 7.5. Решим 𝑦𝑦ᇱᇱ െ 𝑦ᇱଶ ൌ 𝑦ᇱ𝑦ଶ. Очевидно, 𝑦 ൌ 0 решение. Далее предполагая, что 𝑦 ് 0 
получим:  

⟺ 𝑦ᇱ ൌ ቆ
𝑦ᇱ

𝑦
ቇ

ᇱ

⟺ 𝑦 ൌ
𝑦ᇱ

𝑦
൅ 𝐶ଵ. 

Если 𝐶ଵ ൌ 0, то 

𝑑𝑦
𝑦ଶ ൌ 𝑑𝑥 ⟺ െ𝑦ିଵ ൌ 𝑥 െ 𝐶 ⟺ 𝑦ሺ𝐶 െ 𝑥ሻ ൌ 1. 

В противном случае, очевидно, 𝑦 ൌ 𝐶ଵ решение. Далее предполагая, что 𝑦 ് 𝐶ଵ получаем 

𝑑𝑦
𝑦ሺ𝑦 െ 𝐶ଵሻ

ൌ 𝑑𝑥 ⟺
𝑑𝑦
𝐶ଵ

൬
1

𝑦 െ 𝐶ଵ
െ

1
𝑦

൰ ൌ 𝑑𝑥 ⟺ 

⟺ ln ฬ
𝑦 െ 𝐶ଵ

𝑦
ฬ ൌ 𝐶ଵ൫𝑥 ൅ 𝐶ሚଶ൯ ⟺ 

⟺ 𝑦𝑒஼భ௫ା஼భ஼మ෪ ൌ 𝑦 െ 𝐶ଵ ⟺ 

⟺ 𝑦ሺ1 െ 𝐶ଶ𝑒஼భ௫ሻ ൌ 𝐶ଵ. 

Значит ответ: 𝑦ሺ1 െ 𝐶ଶ𝑒஼భ௫ሻ ൌ 𝐶ଵ, 𝐶ଵ, 𝐶ଶ ∈ ℝ;   𝑦ሺ𝐶 െ 𝑥ሻ ൌ 1, 𝐶 ∈ ℝ . 

 

С 7.18. Решим 𝑦ᇱᇱ sinଷ 𝑥 െ ൫𝑦ᇱ sinଶ 𝑥 ൅ 𝑦ᇱଶ൯ cos 𝑥 ൌ 0 при 𝑦 ቀ
గ

ଶ
ቁ ൌ 0, 𝑦ᇱ ቀ

గ

ଶ
ቁ ൌ 1. Заменим 𝑦ᇱ ൌ

𝑧 и разделим уравнение на sinସ 𝑥: 

𝑧ᇱ sin 𝑥 െ 𝑧 cos 𝑥
sinଶ 𝑥

ൌ
𝑧ଶ cos 𝑥
sinସ 𝑥

 

ቀ
𝑧

sin 𝑥
ቁ

ᇱ
ൌ ቀ

𝑧
sin 𝑥

ቁ
ଶ

⋅
cos 𝑥
sinଶ 𝑥

. 

Заменим 
௭

ୱ୧୬ ௫
ൌ 𝑢: 

𝑢ᇱ ൌ
𝑢ଶ cos 𝑥

sinଶ 𝑥
⟺

𝑑𝑢
𝑢ଶ ൌ

𝑑 sin 𝑥
sinଶ 𝑥

⟺ െ𝑢ିଵ ൌ െሺsin 𝑥ሻିଵ െ 𝐶 ⟺ 

⟺ 𝑢 ൌ
sin 𝑥

1 ൅ 𝐶 sin 𝑥
⟺ 𝑧 ൌ

sinଶ 𝑥
1 ൅ 𝐶 sin 𝑥

. 

Из условия 𝑦ᇱ ቀ
గ

ଶ
ቁ ൌ 1 получаем 𝐶 ൌ 0 и 𝑦ᇱ ൌ 𝑧 ൌ sinଶ 𝑥. 

𝑦 ൌ න sinଶ 𝑥 𝑑𝑥 ൌ න
1 െ cos 2𝑥

2
𝑑𝑥 ൌ

𝑥
2

െ
sin 2𝑥

4
൅ 𝐶. 

Из условия 𝑦 ቀ
గ

ଶ
ቁ ൌ 0 получаем 𝐶 ൌ െ గ

ସ
 и 𝑦 ൌ ௫

ଶ
െ ୱ୧୬ ଶ௫

ସ
െ గ

ସ
. 



 

С 7.41. Решим 𝑦𝑦ᇱᇱ ൅ ௬௬ᇲ

௫
െ 𝑦ᇱଶ ൌ 0. Заменим 𝑧 ൌ ௬ᇲ

௬
. Тогда 𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑦ሺ𝑧ଶ ൅ 𝑧ᇱሻ: 

𝑦ଶሺ𝑧ଶ ൅ 𝑧ᇱሻ ൅
𝑦ଶ𝑧

𝑥
െ 𝑦ଶ𝑧ଶ ൌ 0 

𝑦ଶ ቀ𝑧ᇱ ൅
𝑧
𝑥

ቁ ൌ 0. 

Очевидно, 𝑦 ൌ 0 и 𝑧 ൌ 0 решения. Пусть 𝑦 ് 0, 𝑧 ് 0. Тогда 

𝑑𝑧
𝑧

ൌ െ
𝑑𝑥
𝑥

⟺ ln|𝑧| ൌ െ ln|𝑥| ൅ 𝐶଴ ⟺ 

⟺ 𝑧 ൌ
𝐶
𝑥

, 𝐶 ് 0 

⟺
𝑦ᇱ

𝑦
ൌ

𝐶
𝑥

, 𝐶 ് 0 

⟺
𝑑𝑦
𝑦

ൌ 𝐶
𝑑𝑥
𝑥

, 𝐶 ് 0 

⟺ ln|𝑦| ൌ 𝐶 ln|𝑥| ൅ 𝐶ଵ 

⟺ |𝑦| ൌ 𝐶ଵ෪|𝑥|஼, 𝐶 ് 0, 𝐶ଵ෪ ൐ 0 

⟺ 𝑦 ൌ 𝐶ሚ|𝑥|஼, 𝐶 ് 0, 𝐶ሚ ് 0. 

Отсюда ответ 𝑦 ൌ 𝐶ሚ|𝑥|஼, 𝐶, 𝐶ሚ ∈ ℝ . 

 

С 7.44. Решим 𝑥ଶ𝑦𝑦ᇱᇱ ൌ ሺ𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑦ሻଶ, 𝑥 ് 0. Заменим 𝑦ᇱ ൌ 𝑦𝑧. Тогда 𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑦ሺ𝑧ଶ ൅ 𝑧ᇱሻ: 

𝑥ଶ𝑦ଶሺ𝑧ଶ ൅ 𝑧ᇱሻ ൌ 𝑦ଶሺ𝑥𝑧 ൅ 1ሻଶ. 

𝑦 ൌ 0 очевидное решение. Пусть 𝑦 ് 0. Тогда 

𝑥ଶሺ𝑧ଶ ൅ 𝑧ᇱሻ ൌ ሺ𝑥𝑧 ൅ 1ሻଶ 

𝑥ଶ𝑧ᇱ ൌ 2𝑥𝑧 ൅ 1. 

Сначала решим 𝑥ଶ𝑧ᇱ ൌ 2𝑥𝑧: 

𝑥𝑧ᇱ ൌ 2𝑧 ⟺
𝑑𝑧
𝑧

ൌ 2
𝑑𝑥
𝑥

⟺ ln|𝑧| ൌ ln 𝑥ଶ ൅ 𝐶଴ ⟺ 

⟺ 𝑧 ൌ 𝐶𝑥ଶ, 𝐶 ് 0 

Теперь считая 𝐶 ൌ 𝐶ሺ𝑥ሻ функцией решим исходное равенство: 

𝑧ᇱ ൌ 𝐶ᇱ𝑥ଶ ൅ 2𝑥𝐶 

𝐶ᇱ𝑥ସ ൅ 2𝑥ଷ𝐶 ൌ 2𝑥ଷ𝐶 ൅ 1 

𝐶ᇱ ൌ
1

𝑥ସ 



𝐶 ൌ െ
1

3𝑥ଷ ൅ 𝐶ଵ. 

𝑧 ൌ 𝑥ଶ ൬െ
1

3𝑥ଷ ൅ 𝐶ଵ൰ ൌ െ
1

3𝑥
൅ 𝑥ଶ𝐶ଵ 

𝑦ᇱ

𝑦
ൌ െ

1
3𝑥

൅ 𝑥ଶ𝐶ଵ 

𝑑𝑦
𝑦

ൌ ൬െ
1

3𝑥
൅ 𝑥ଶ𝐶ଵ൰ 𝑑𝑥 

ln|𝑦| ൌ െ
1
3

ln|𝑥| ൅ 𝑥ଷ𝐶ଵ෪ ൅ 𝐶ଶ 

ln ฬ𝑦𝑥
ଵ
ଷฬ ൌ 𝑥ଷ𝐶ଵ෪ ൅ 𝐶ଶ . 

 

З 2. Решим 𝑦ᇱᇱ ൅ 2𝑦ᇱ ൌ ௬ᇲమ

௬ାଵ
൅ ௬ᇲ

௫
ln ቀ

௬ାଵ

௬ᇲ ቁ , 𝑦ሺ1ሻ ൌ 1, 𝑦ᇱሺ1ሻ ൌ ଶ

௘
. Очевидно, 𝑦 ൌ 0 и 𝑦 ൌ െ1 

запрещены по условию. Отныне предположим, что 𝑦 ് 0. Заменим 𝑧 ൌ ௬ᇲ

௬ାଵ
; тогда 𝑦ᇱᇱ ൌ

ሺ𝑦 ൅ 1ሻሺ𝑧ଶ ൅ 𝑧ᇱሻ: 

ሺ𝑦 ൅ 1ሻሺ𝑧ଶ ൅ 𝑧ᇱሻ ൅ 2𝑧ሺ𝑦 ൅ 1ሻ ൌ 𝑧ଶሺ𝑦 ൅ 1ሻ െ
𝑧ሺ𝑦 ൅ 1ሻ

𝑥
ln 𝑧  

𝑧ଶ ൅ 𝑧ᇱ ൅ 2𝑧 ൌ 𝑧ଶ െ
𝑧
𝑥

ln 𝑧 

𝑧ᇱ ൅ 2𝑧 ൌ െ
𝑧
𝑥

ln 𝑧. 

Заменим 𝑡 ൌ ln|𝑧|: 

𝑒௧𝑡ᇱ ൅ 2𝑒௧ ൌ െ
𝑒௧

𝑥
𝑡 

𝑡ᇱ ൅ 2 ൌ െ
𝑡
𝑥

. 

Сначала решим 

𝑡ᇱ ൌ െ
𝑡
𝑥

⟺
𝑑𝑡
𝑡

ൌ െ
𝑑𝑥
𝑥

⟺ ln|𝑡| ൌ െ ln|𝑥| ൅ 𝐶଴ ⟺ 𝑡 ൌ
𝐶
𝑥

, 𝐶 ് 0. 

Теперь, принимая 𝐶 ൌ 𝐶ሺ𝑥ሻ за функцию получим: 

𝐶ᇱ𝑥 െ 𝐶
𝑥ଶ ൅ 2 ൌ െ

𝐶
𝑥ଶ ⟺ 𝐶ᇱ ൌ െ2𝑥 ⟺ 𝐶 ൌ െ𝑥ଶ ൅ 𝐶ଵ 

𝑡 ൌ െ𝑥 ൅
𝐶ଵ

𝑥
. 

По условию 



1
𝑒

ൌ
𝑦ᇱ

𝑦 ൅ 1
ሺ1ሻ ൌ 𝑧ሺ1ሻ ൌ 𝑒௧ሺଵሻ ⟺ 

⟺ െ1 ൌ 𝑡ሺ1ሻ ൌ െ1 െ 𝐶ଵ ⟺ 𝐶ଵ ൌ 0 ⟺ 

⟺ 𝑡 ൌ െ𝑥 ⟺ 𝑧 ൌ 𝑒ି௫ 

𝑦ᇱ

𝑦 ൅ 1
ൌ 𝑒ି௫ ⟺ ln|𝑦 ൅ 1| ൌ െ𝑒ି௫ ൅ 𝐶଴ 

𝑦 ൌ 𝐶𝑒ሺି௘షೣሻ െ 1 

По условию 𝑦ሺ1ሻ ൌ 1 

2 ൌ 𝐶𝑒൫ି௘షభ൯ ⟺ 𝐶 ൌ 2𝑒൫௘షభ൯ 

𝑦 ൌ 2𝑒௘షభି௘షೣ
െ 1 . 

 

Ф 278. Решим 𝑦ᇱଶ െ 2𝑥𝑦ᇱ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑦. Заменим 𝑝 ൌ 𝑦ᇱ и дифференцируем уравнение: 

𝑝ଶ െ 2𝑥𝑝 ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑦 

2𝑝𝑑𝑝 െ 2𝑥𝑑𝑝 െ 2𝑝𝑑𝑥 ൌ 2𝑥𝑑𝑥 െ 4𝑝𝑑𝑥 

ሺ𝑝 െ 𝑥ሻሺ𝑑𝑝 ൅ 𝑑𝑥ሻ ൌ 0. 

1. 𝑥 ൌ 𝑝: 

𝑥ଶ െ 2𝑥ଶ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑦 ⟺ 𝑦 ൌ
𝑥ଶ

2
. 

2. 𝑑𝑥 ൌ െ𝑑𝑝: 

𝑝 ൌ െ𝑥 ൅ 𝐶 ⟺ ሺെ𝑥 ൅ 𝐶ሻଶ െ 2𝑥ሺെ𝑥 ൅ 𝐶ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑦 ⟺ 

⟺ 4𝑦 ൌ െ2𝑥ଶ ൅ 4𝑥𝐶 െ 𝐶ଶ. 

Найдем особое решение последнего однопараметрического семейства: 

0 ൌ ሺ4𝑦 ൅ 2𝑥ଶ െ 4𝑥𝐶 ൅ 𝐶ଶሻ஼
ᇱ ൌ 4𝑥 െ 2𝐶 ⟺ 𝐶 ൌ 2𝑥 

4𝑦 ൌ െ2𝑥ଶ ൅ 8𝑥ଶ െ 4𝑥ଶ ൌ 2𝑥ଶ 

2𝑦 ൌ 𝑥ଶ. 

Итак, ответ: 4𝑦 ൌ െ2𝑥ଶ ൅ 4𝑥𝐶 െ 𝐶ଶ; 2𝑦 ൌ 𝑥ଶ . 



Ф 282. Решим 2𝑥𝑦ᇱ െ 𝑦 ൌ 𝑦ᇱ ln 𝑦𝑦ᇱ. Заменим 𝑦ᇱ ൌ 𝑝. Тогда 

2𝑥𝑝 െ 𝑦 ൌ 𝑝 ln 𝑦𝑝 

𝑑𝑦
𝑝

ൌ 𝑑𝑥 ൌ
𝑑𝑦
2𝑦

൅
𝑑𝑝
2𝑝

൅
𝑑𝑦
2𝑝

െ
𝑦𝑑𝑝
2𝑝ଶ  

ሺ𝑝 െ 𝑦ሻሺ𝑝𝑑𝑦 ൅ 𝑦𝑑𝑝ሻ ൌ 0 

1. 𝑝 ൌ 𝑦 ⟺ 𝑦ᇱ ൌ 𝑦 ⟺ 𝑦 ൌ 𝐶𝑒௫. Подставляя это в исходное уравнение получим: 

2𝑥𝐶𝑒௫ െ 𝐶𝑒௫ ൌ 𝐶𝑒௫ ⋅ 2 ln|𝐶𝑒௫| ⟺ 𝐶 ൌ േ𝑒ି
ଵ
ଶ 

𝑦 ൌ േ𝑒௫ି
ଵ
ଶ . 

2. 𝑝𝑑𝑦 ൅ 𝑦𝑑𝑝 ൌ 0 ⟺ 𝑦𝑝 ൌ 𝐶 ⟺ 𝑦𝑑𝑦 ൌ 𝐶𝑑𝑥 ⟺ ௬మ

ଶ
ൌ 𝐶𝑥 ൅ 𝐶ଵ. Подставляя эту функцию в 

исходное уравнение получим: 
2𝑥𝐶

ඥ2𝐶𝑥 ൅ 2𝐶ଵ

െ ඥ2𝐶𝑥 ൅ 2𝐶ଵ ൌ
𝐶 ln 𝐶

ඥ2𝐶𝑥 ൅ 2𝐶ଵ

 

𝐶ଵ ൌ െ
𝐶 ln 𝐶

2
 

𝑦ଶ

2
ൌ 𝐶𝑥 െ

𝐶 ln 𝐶
2

. 

Найдем особые кривые последнего однопараметрического семейства: 

0 ൌ 𝑥 െ
1
2

െ
ln 𝐶

2
⟺ 𝑥 ൌ

1
2

൅
ln 𝐶

2
⟺ 

⟺
𝑦ଶ

2
ൌ

𝐶
2

൅
𝐶 ln 𝐶

2
െ

𝐶 ln 𝐶
2

⟺ 

⟺ 𝑥 ൌ
1
2

൅
ln 𝑦ଶ

2
⟺ 2𝑥 ൌ 1 ൅ 2 ln|𝑦| . 



 

Ф 288. Решим 𝑦 ൅ 𝑥𝑦ᇱ ൌ 4ඥ𝑦ᇱ. Заменим 𝑧 ൌ 𝑥𝑦. Тогда 

ሺ𝑥𝑦ሻᇱ ൌ 4ඥ𝑦ᇱ ⟺ 𝑧ᇱ ൌ 4ඨ
𝑧ᇱ𝑥 െ 𝑧

𝑥ଶ  

𝑧ᇱଶ𝑥ଶ ൌ 16𝑧ᇱ𝑥 െ 16𝑧 

ሺ𝑧ᇱ𝑥 െ 8ሻଶ ൌ 64 െ 16𝑧 

|𝑧ᇱ𝑥 െ 8| ൌ 4√4 െ 𝑧 

1. 𝑧ᇱ𝑥 െ 8 ൐ 0: 

𝑧ᇱ ൌ
8 ൅ 4√4 െ 𝑧

𝑥
 

𝑑𝑧

2 ൅ √4 െ 𝑧
ൌ

4𝑑𝑥
𝑥

. 

Интегрируем левую часть: 

න
𝑑𝑧

2 ൅ √4 െ 𝑧
ൌ ฬ𝑡 ൌ √4 െ 𝑧

𝑧 ൌ 4 െ 𝑡ଶ ฬ ൌ න െ
2𝑡𝑑𝑡
2 ൅ 𝑡

ൌ െ2 න ൬1 െ
2

2 ൅ 𝑡
൰ 𝑑𝑡 ൌ 

ൌ െ2𝑡 ൅ 4 ln|2 ൅ 𝑡| ൅ 𝐶଴ ൌ െ2√4 െ 𝑧 ൅ 4 lnห2 ൅ √4 െ 𝑧ห ൅ 𝐶଴. 
Значит 

െ2√4 െ 𝑧 ൅ 4 lnห2 ൅ √4 െ 𝑧ห ൅ 𝐶଴ ൌ 4 ln|𝑥| 

൫2 ൅ ඥ4 െ 𝑥𝑦൯
ଶ

𝑒ିඥସି௫௬ ൌ 𝐶𝑥ଶ, 𝐶 ൐ 0 . 

2. 𝑧ᇱ𝑥 െ 8 ൌ 0 ⟺ 0 ൌ 4√4 െ 𝑧 ⟺ 𝑥𝑦 ൌ 4 . 

3. 𝑧ᇱ𝑥 െ 8 ൏ 0: 

𝑧ᇱ ൌ
8 െ 4√4 െ 𝑧

𝑥
 

При 2 െ √4 െ 𝑧 ൌ 0 получаем 𝑦 ൌ 0 . Если это не так, то разделим уравнение на это 

выражение: 
𝑑𝑧

2 െ √4 െ 𝑧
ൌ

4𝑑𝑥
𝑥

. 

Аналогично вышеуказанным вычислениям получим 

2√4 െ 𝑧 ൅ 4 lnห√4 െ 𝑧 െ 2ห ൅ 𝐶଴ ൌ 4 ln|𝑥| 

൫2 െ ඥ4 െ 𝑥𝑦൯
ଶ

𝑒ඥସି௫௬ ൌ 𝐶𝑥ଶ, 𝐶 ൐ 0 . 

 

С 6.25. Решим 4ሺ𝑥𝑦ᇱ െ 2𝑦ሻ ൌ 4𝑥ଶ െ 𝑦ᇱଶ
. Заменим 𝑦ᇱ ൌ 𝑝. Тогда 

4𝑥𝑝 െ 8𝑦 ൌ 4𝑥ଶ െ 𝑝ଶ 

4𝑥𝑑𝑝 ൅ 4𝑝𝑑𝑥 െ 8𝑝𝑑𝑥 ൌ 8𝑥𝑑𝑥 െ 2𝑝𝑑𝑝 

ሺ2𝑥 ൅ 𝑝ሻሺ𝑑𝑝 െ 2𝑑𝑥ሻ ൌ 0. 



При 2𝑥 ൅ 𝑝 ൌ 0 получаем 𝑦 ൌ െ𝑥ଶ ൅ 𝐶. Подставляя эту функцию в исходное уравнение 

получим 4ሺെ2𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଶ െ 2𝐶ሻ ൌ 4𝑥ଶ െ 4𝑥ଶ ⟺ 𝐶 ൌ 0 ⟺ 𝑦 ൌ െ𝑥ଶ . 

При 𝑑𝑝 െ 2𝑑𝑥 ൌ 0 получим 𝑝 ൌ 2𝑥 ൅ 𝐶 ⟺ 𝑦 ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝐶𝑥 ൅ 𝐶ଵ. Подставляя эту функцию в 

исходное уравнение получим 

4ሺ2𝑥ଶ ൅ 𝐶𝑥 െ 2𝑥ଶ െ 2𝐶𝑥 െ 2𝐶ଵሻ ൌ 4𝑥ଶ െ 4𝑥ଶ െ 𝐶ଶ െ 4𝐶𝑥 

𝐶ଵ ൌ
𝐶ଶ

8
⟺ 𝑦 ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝐶𝑥 ൅

𝐶ଶ

8
. 

Найдем особое решение последнего однопараметрического семейства: 

0 ൌ 𝑥 ൅
𝐶
4

⟺ 𝐶 ൌ െ4𝑥 ⟺ 𝑦 ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଶ ⟺ 𝑦 ൌ െ𝑥ଶ . 

 

З 5. Решим 2𝑦ሺ𝑦ᇱ ൅ 2ሻ െ 𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶ ൌ 0. Заменим 𝑦ᇱ ൌ 𝑝: 2𝑦𝑝 ൅ 4𝑦 െ 𝑥𝑝ଶ ൌ 0. Если 𝑝 ൌ 0, то 𝑦 ൌ

𝐶 и 4𝐶 െ 𝑥𝐶ଶ ൌ 0, откуда 𝐶 ൌ 0 и 𝑦 ൌ 0 . Пусть 𝑝 ് 0. Тогда 

𝑑𝑦
𝑝

ൌ 𝑑𝑥 ൌ
2𝑑𝑦

𝑝
െ

2𝑦𝑑𝑝
𝑝ଶ ൅

4𝑑𝑦
𝑝ଶ െ

8𝑦𝑑𝑝
𝑝ଷ  

𝑝ଶ𝑑𝑦 ൌ 2𝑝ଶ𝑑𝑦 െ 2𝑦𝑝𝑑𝑝 ൅ 4𝑝𝑑𝑦 െ 8𝑦𝑑𝑝 

0 ൌ ሺ𝑝 ൅ 4ሻሺ𝑝𝑑𝑦 െ 2𝑦𝑑𝑝ሻ 

Если 𝑝 ൌ െ4, то 𝑦 ൌ െ4𝐶 ൅ 𝑥. Подставляя это в исходное уравнение находим 

2ሺെ4𝑥 ൅ 𝐶ሻሺെ2ሻ െ 16𝑥 ൌ 0 ⟺ 𝐶 ൌ 0 ⟺ 𝑦 ൌ െ4𝑥 . 

Если же 𝑝𝑑𝑦 െ 2𝑦𝑑𝑝 ൌ 0, то 



𝑦 ൌ 𝐶𝑝ଶ ⟺
𝑑𝑦

ඥ|𝑦|
ൌ

𝑑𝑥

ඥ|𝐶|
⟺ 2ඥ|𝑦| ൌ

𝑥

ඥ|𝐶|
൅ 𝐶ଵ. 

Подставив найденную функцию в исходное уравнение получим 

sign 𝑦
2

ቆ
𝑥

ඥ|𝐶|
൅ 𝐶ଵቇ

ଶ

ቌ2 ൅
sign 𝑦

2ඥ|𝐶|
ቆ

𝑥

ඥ|𝐶|
൅ 𝐶ଵቇቍ െ

𝑥
4|𝐶|

ቆ
𝑥

ඥ|𝐶|
൅ 𝐶ଵቇ

ଶ

 

𝐶ଵ ൌ േ4ඥ|𝐶| 

|𝑦| ൌ ቆ
𝑥

ඥ|𝐶|
േ 4ඥ|𝐶|ቇ

ଶ

. 

Найдем особые решения: 

0 ൌ െ
𝑥ଶ

𝐶ଶ ൅ 16 ⟺ |𝑥| ൌ 4|𝐶| 

|𝑦| ൌ ቆ
2𝑥

ඥ|𝑥|
േ 2ඥ|𝑥|ቇ

ଶ

⟺ 𝑦 ൌ 0 ∨ 𝑦 ൌ േ4𝑥 . 

Но поскольку 𝑦 ൌ 4𝑥 не удовлетворяет исходному уравнению, выкинем его. 

Выясним существует ли решение, удовлетворяющее 𝑦ሺെ2ሻ ൌ 8, 𝑦ሺ2ሻ ൌ 1. Если да, то 

⎩
⎨

⎧8 ൌ
4

|𝐶|
൅ 16|𝐶| േ 8 ⋅ ሺെ2ሻ

1 ൌ
4

|𝐶|
൅ 16|𝐶| േ 8 ⋅ 2

, 

что очевидно невозможно. 



З 6. Решим 𝑦ᇱଶ ൌ 4𝑦ଷሺ1 െ 𝑦ሻ. Очевидно, 𝑦 ൌ 0, 𝑦 ൌ 1 решения. Предположим, что 𝑦 ്

0, 𝑦 ് 1, тогда 0 ൏ 𝑦 ൏ 1 и 𝑦 ൌ sinଶ 𝑡: 

𝑑𝑦

ඥ𝑦ଷሺ1 െ 𝑦ሻ
ൌ േ2𝑑𝑥 

න
𝑑𝑦

ඥ𝑦ଷሺ1 െ 𝑦ሻ
ൌ න

2 sin 𝑡 cos 𝑡 𝑑𝑡
sinଷ 𝑡 |cos 𝑡|

ൌ 2 sign cos 𝑡 න
𝑑𝑡

sinଶ 𝑡
ൌ െ2 sign cos 𝑡 ctg 𝑡 ൅ 𝐶଴ ൌ 

ൌ െ
2|cos 𝑡|

sin 𝑡
൅ 𝐶଴ ൌ െ2ඨ

1 െ 𝑦
𝑦

൅ 𝐶଴ 

െ2ඨ
1 െ 𝑦

𝑦
൅ 𝐶଴ ൌ േ2𝑥 

𝑦 ൌ
1

ሺ𝐶 േ 𝑥ሻଶ ൅ 1
. 

Найдем особые решения: 

0 ൌ െ
േ2ሺ𝐶 േ 𝑥ሻ

ሺሺ𝐶 േ 𝑥ሻଶ ൅ 1ሻଶ ⟺ 𝑥 ൌ ∓𝐶 ⟺ 𝑦 ൌ 1 . 

 

С 6.38. Решим 8𝑥𝑦ᇱଷ ൅ 12𝑦𝑦ᇱଶ െ 9𝑦ହ ൌ 0. Заменим 𝑦ᇱ ൌ 𝑝. Если 𝑝 ൌ 0, то 𝑦 ൌ 0 . В 

противном случае 

8𝑥𝑝ଷ ൅ 12𝑦𝑝ଶ െ 9𝑦ହ ൌ 0 

𝑑𝑦
𝑝

ൌ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑 ቆ
9𝑦ହ

8𝑝ଷ െ
3𝑦
2𝑝

ቇ ൌ
45𝑦ସ

8𝑝ଷ 𝑑𝑦 െ
27𝑦ହ

8𝑝ସ 𝑑𝑝 ൅
3𝑦

2𝑝ଶ 𝑑𝑝 െ
3𝑑𝑦
2𝑝

 

0 ൌ ሺ9𝑦ସ െ 4𝑝ଶሻሺ5𝑝𝑑𝑦 െ 3𝑦𝑑𝑝ሻ 

Если 𝑦ᇱ ൌ േ ଷ

ଶ
𝑦ଶ, то из исходного уравнения находим 

േ27𝑥𝑦଺ ൅ 18𝑦ହ ൌ 0 ⟺ 𝑥𝑦 ൌ േ
2
3

. 

В противном случае 



5𝑝𝑑𝑦 ൌ 3𝑦𝑑𝑝 ⟺ 𝑝 ൌ 𝐶𝑦
ହ
ଷ, 𝐶 ് 0 

8𝑥𝐶ଷ𝑦ହ ൅ 12𝑦𝐶ଶ𝑦
ଵ଴
ଷ െ 9𝑦ହ ൌ 0 

𝑦
ଶ
ଷ ൌ

12𝐶ଶ

9 െ 8𝐶ଷ𝑥
⟺ 𝑦 ൌ േ𝐴 ൬

3
9 െ 𝐴𝑥

൰

ଷ
ଶ

, 𝐴
ଵ
ଷ ൌ 2𝐶. 

Найдем особые решения: 

0 ൌ
2
3

𝐴ିଵ
ଷ ൬

3
9 െ 𝐴𝑥

൰ ൅ 𝐴
ଶ
ଷ ⋅

3𝑥
ሺ9 െ 𝐴𝑥ሻଶ 

𝐴𝑥 ൌ െ18 ⟺ 𝑥𝑦 ൌ േ
2
3

. 

 

С 4.55. Решим ൫ሺ3𝑥ଶ ൅ 2ሻ𝑦 ൅ 3𝑥൯𝑑𝑥 ൅ ሺ2𝑥 െ 𝑥ଷሻ𝑑𝑦 ൌ 0. Уравнение линейно по 𝑦. Сначала 

решим ሺ3𝑥ଶ ൅ 2ሻ𝑦𝑑𝑥 ൅ ሺ2𝑥 െ 𝑥ଷሻ𝑑𝑦 ൌ 0. Заметим, что если 𝑥 ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то 𝑥 ൌ 0 или 𝑥 ൌ √2. 

Пусть 𝑥 ് 0, 𝑥 ് √2. Тогда 

𝑑𝑦
𝑦

ൌ
3𝑥ଶ ൅ 2
𝑥ଷ െ 2𝑥

𝑑𝑥. 

න
3𝑥ଶ ൅ 2
𝑥ଷ െ 2𝑥

𝑑𝑥 ൌ න ቆ
3𝑥ଶ െ 2
𝑥ଷ െ 2𝑥

൅
4

𝑥ଷ െ 2𝑥
ቇ 𝑑𝑥 ൌ ln|𝑥ଷ െ 2𝑥| ൅ 4 න

𝑑𝑥
𝑥ଷ െ 2𝑥

ൌ 

ൌ ln|𝑥ଷ െ 2𝑥| ൅ 2 න
𝑑𝑥ଶ

𝑥ସ െ 2𝑥ଶ ൌ ln|𝑥ଷ െ 2𝑥| ൅ න ൬
1

𝑥ଶ െ 2
െ

1
𝑥ଶ൰ 𝑑𝑥ଶ ൌ ln ቤ

ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ

𝑥
ቤ ൅ 𝐶଴ 



ln|𝑦| ൌ ln ቤ
ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ

𝑥
ቤ ൅ 𝐶଴ 

𝑦 ൌ
𝐶ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ

𝑥
. 

Теперь примем 𝐶 ൌ 𝐶ሺ𝑥ሻ за функцию: 

𝐶ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ

𝑥
ሺ3𝑥ଶ ൅ 2ሻ ൅

ሺ2 െ 𝑥ଶሻ𝑥𝐶ሺ𝑥ଶ െ 2ሻሺ3𝑥ଶ ൅ 2ሻ
𝑥ଶ ൅

ሺ2 െ 𝑥ଶሻ𝑥𝐶ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ

𝑥
൅ 3𝑥 ൌ 0 

𝐶ᇱ ൌ
3𝑥

ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଷ ⟺ 𝐶 ൌ െ
3
4

1
ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ ൅ 𝐴 

𝑦 ൌ
ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ

𝑥
൬െ

3
4

1
ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ ൅ 𝐴൰ 

ሺ4𝑥𝑦 ൅ 3ሻ𝐵 ൌ ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ, 𝐵 ് 0 

Отсюда ответ: 𝑥 ൌ 0; ሺ4𝑥𝑦 ൅ 3ሻ𝐵 ൌ ሺ𝑥ଶ െ 2ሻଶ, 𝐵 ∈ ℝ . 

 

С 4.55. Решим 2𝑦ଶ𝑦ᇱᇱ ൌ 2𝑦ᇱସ െ 𝑦𝑦ᇱଶ
 при условиях 𝑦ሺ1ሻ ൌ 𝑦ᇱሺ1ሻ ൌ 1. Заменим 𝑦ᇱ ൌ 𝑧ሺ𝑦ሻ, 

тогда 𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑧𝑧ᇱ: 

2𝑦ଶ𝑧ᇱ𝑧 ൌ 2𝑧ସ െ 𝑦𝑧ଶ ⟺ 𝑦ଶሺ𝑧ଶሻᇱ ൌ 2𝑧ସ െ 𝑦𝑧ଶ 

𝑦ଶ𝑢ᇱ ൌ 2𝑢ଶ െ 𝑦𝑢, 𝑢 ൌ 𝑧ଶ ⟺ 𝑢ᇱ ൌ 2 ൬
𝑢
𝑦

൰
ଶ

െ
𝑢
𝑦

 

𝑢ᇱ ൌ 2𝑣ଶ െ 𝑣, 𝑢 ൌ 𝑣𝑦 ⟺ 𝑣 ൅ 𝑣ᇱ𝑦 ൌ 2𝑣ଶ െ 𝑣 

𝑣ᇱ𝑦 ൌ 2𝑣ଶ െ 2𝑣 

Если 𝑣 ൌ 0, то 𝑢 ൌ 0 и 𝑦ᇱ ൌ 𝑧 ൌ 0, что противоречит условию, а если 𝑣 ൌ 1, то 𝑢 ൌ 𝑦 и 𝑦ᇱଶ ൌ

𝑦, откуда 2ඥ𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 𝐶. Из условия получаем 2ඥ𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 1. Пусть 𝑣 ് 0, 𝑣 ് 1. Тогда 

𝑑𝑣
𝑣ଶ െ 𝑣

ൌ
2𝑑𝑦

𝑦
⟺ ln ฬ

𝑣 െ 1
𝑣

ฬ ൌ 2 ln|𝑦| ൅ 𝐶଴ ⟺ 1 െ
1
𝑣

ൌ 𝐶𝑦ଶ, 𝐶 ് 0 

𝑢 ൌ
𝑦

1 െ 𝐶𝑦ଶ , 𝐶 ് 0 ⟺ 𝑦ᇱ ൌ ඨ
𝑦

1 െ 𝐶𝑦ଶ , 𝐶 ് 0. 

Но никакая функция 𝑦, удовлетворяющая последним условиям не удовлетворяет условию 

𝑦ᇱሺ1ሻ ൌ 1. Значит ответ 2ඥ𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 1 . 

 

С 7.67. Решим 𝑥ସ𝑦ᇱᇱ െ 𝑥ଶ𝑦𝑦ᇱଶ ൅ 2𝑥𝑦ᇱ𝑦ଶ ൌ 𝑦ଷ при 𝑦ሺ2ሻ ൌ 2, 𝑦ᇱሺ2ሻ ൌ 1. Заменим 𝑥 → 𝜆𝑥, 𝑦 →
𝜆௦𝑦, 𝑦ሺ௞ሻ → 𝜆௦ି௞𝑦ሺ௞ሻ и требуем, чтобы 𝜆 входила в равных степенях в слагаемые: 

4 ൅ 𝑠 െ 2 ൌ 2 ൅ 𝑠 ൅ 2𝑠 െ 2 ൌ 1 ൅ 𝑠 െ 1 ൅ 2𝑠 ൌ 3𝑠 ⟺ 𝑠 ൌ 1. 



Заметим, что по теореме о существования и единственности задачи Коши наше уравнение 

имеет единственное решение при данных условиях. Попробует найти это решение заменой 

𝑥 ൌ 𝑒௧, 𝑦 ൌ 𝑧ሺ𝑡ሻ𝑒௧: 

𝑦ᇱ ൌ ሺ𝑧𝑒௧ሻ௧
ᇱ 𝑡௫

ᇱ ൌ
𝑧ᇱ𝑒௧ ൅ 𝑧𝑒௧

𝑥
ൌ 𝑧ᇱ ൅ 𝑧 

𝑦ᇱᇱ ൌ ሺ𝑧ᇱ ൅ 𝑧ሻ௧
ᇱ 𝑡௫

ᇱ ൌ
𝑧ᇱᇱ ൅ 𝑧ᇱ

𝑒௧  

𝑒ସ௧ 𝑧ᇱᇱ ൅ 𝑧ᇱ

𝑒௧ െ 𝑒ଶ௧𝑧𝑒௧൫𝑧ᇱଶ ൅ 2𝑧ᇱ𝑧 ൅ 𝑧ଶ൯ ൅ 2𝑒௧ሺ𝑧ᇱ ൅ 𝑧ሻ𝑧ଶ𝑒ଶ௧ ൌ 𝑧ଷ𝑒ଷ௧ 

𝑧ᇱᇱ ൅ 𝑧ᇱ െ 𝑧𝑧ᇱଶ ൌ 0 

Заметим, что 𝑧 ൌ 𝐶 является решением этого уравнения. Тогда 𝑦 ൌ 𝐶𝑥. Из начальных 

условий найдем 𝑦 ൌ 𝑥 . 

 

Ф 225. а) 𝑦ᇱ ൌ 2𝑥𝑦 ൅ 𝑦ଶ. Очевидно, и функция 𝑓 ൌ 2𝑥𝑦 ൅ 𝑦ଶ, и производная 𝑓௬
ᇱ ൌ 2𝑥 ൅ 2𝑦 

определены и непрерывны на всей плоскости, значит через каждую точку плоскости 

проходит единственное решение задачи Коши. Ответ: ℝଶ . 

б) 𝑦ᇱ ൌ 2 ൅ ඥ𝑦 െ 2𝑥య . Очевидно, функция 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 2 ൅ ඥ𝑦 െ 2𝑥య  определена и непрерывна 

на всей плоскости, а 𝑓௬
ᇱ ൌ ሺ𝑦 െ 2𝑥ሻିమ

య определена и непрерывна на всей плоскости, кроме 

точек прямой 𝑦 ൌ 2𝑥. Ответ: ℝଶ\ሼሺ𝑥, 𝑦ሻ| 𝑦 ൌ 2𝑥ሽ . 

в) ሺ𝑥 െ 2ሻ𝑦ᇱ ൌ ඥ𝑦 െ 𝑥. Очевидно, функция 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ √௬ି௫

௫ିଶ
 определена и непрерывна на всей 

плоскости, кроме прямой 𝑥 ൌ 2, а 𝑓௬
ᇱ ൌ ቀ2ඥ𝑦ሺ𝑥 െ 2ሻቁ

ିଵ
 определена и непрерывна на всей 

плоскости, кроме прямых 𝑦 ൌ 0, 𝑥 ൌ 2. Ответ: ℝଶ\ሼሺ𝑥, 𝑦ሻ| 𝑥 ൌ 2 ∨ 𝑦 ൌ 0ሽ . 

г) 𝑦ᇱ ൌ 1 ൅ tg 𝑦. Очевидно, функция 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 1 ൅ tg 𝑦 определена и непрерывна на всей 

плоскости, кроме точек прямых 𝑦 ൌ గ

ଶ
൅ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ, а 𝑓௬

ᇱ ൌ cosିଶ 𝑦 определена и непрерывна 

на всей плоскости, кроме точек прямых 𝑦 ൌ గ

ଶ
൅ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ. Ответ: 

ℝଶ\ ቄሺ𝑥, 𝑦ሻ: 𝑦 ൌ గ

ଶ
൅ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤቅ . 

 

Ф 228. а) 𝑦ᇱᇱ ൌ tg 𝑦 ൅ √𝑥య
. 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ tg 𝑦 ൅ √𝑥య ∈ 𝐶 ቀℝଶ\ ቄሺ𝑥, 𝑦ሻ, 𝑦 ൌ

𝜋
2

൅ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤቅቁ

𝑓௬
ᇱ ൌ cosିଶ 𝑦 ∈ 𝐶 ቀℝଶ\ ቄሺ𝑥, 𝑦ሻ, 𝑦 ൌ

𝜋
2

൅ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤቅቁ

𝑓௬ᇲ
ᇱ ൌ 0 ∈ 𝐶 ቀℝଶ\ ቄሺ𝑥, 𝑦ሻ, 𝑦 ൌ

𝜋
2

൅ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤቅቁ

 

Ответ: все точки 𝑥଴, 𝑦଴
ᇱ  любые, а 𝑦଴ ് గ

ଶ
൅ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ. 



б) ሺ𝑥 ൅ 1ሻ𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑦 ൅ ඥ𝑦. 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ

𝑦 ൅ ඥ𝑦

𝑥 ൅ 1
∈ 𝐶ሺℝ\ሼሺെ1, 𝑦ሻሽሻ

𝑓௬
ᇱ ൌ

1 ൅ ൬2𝑦
ଵ
ଶ൰

ିଵ

𝑥 ൅ 1
∈ 𝐶ሺℝ\ሼሺ𝑥, 𝑦ሻ: 𝑥 ൌ െ1 ∨ 𝑦 ൌ 0ሽሻ

𝑓௬ᇲ
ᇱ ൌ 0 ∈ 𝐶ሺℝ\ሼሺെ1, 𝑦ሻሽሻ

 

Ответ: 𝑥଴ ് െ1, 𝑦଴ ് 0, 𝑦଴
ᇱ  любое. 

 

Ф 230. а) 𝑦ᇱ ൌ 𝑥 ൅ 𝑦ଶ. По теореме о существования и единственности через каждую точку 

ሺ𝑥଴, 𝑦଴ሻ проходит единственное решение, значит никакие два решения не касаются друг 

друга. 

 

Ф 181. Решим 
ௗ௫

ௗ௧
൅ 𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑡ሻ, где |𝑓ሺ𝑡ሻ| ൑ 𝑀. Сначала решим 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

൅ 𝑥 ൌ 0 ⟺ 𝑥 ൌ 𝐶𝑒ି௧. 

Теперь принимая 𝐶 ൌ 𝐶ሺ𝑡ሻ за функцию, подставим найденную функцию в исходное 

уравнение: 

𝑥ᇱ ൅ 𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑡ሻ 

𝐶ᇱ𝑒ି௧ െ 𝑒ି௧𝐶 ൅ 𝐶𝑒ି௧ ൌ 𝑓ሺ𝑡ሻ 

𝐶ᇱ ൌ 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒௧ ⟺ 𝐶ሺ𝑡ሻ ൌ න 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒௧𝑑𝑡. 

Отсюда 

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒ି௧ න 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒௧𝑑𝑡. 

Проверим, что 𝑥 периодична с периодом 𝑇, если 𝑓 периодична с периодом 𝑇: 

𝑥ሺ𝑡 ൅ 𝑇ሻ ൌ 𝑒ି்𝑒ି௧ න 𝑓ሺ𝑡 ൅ 𝑇ሻ𝑒௧𝑒்𝑑𝑡 ൌ 𝑒ି௧ න 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒௧𝑑𝑡 ൌ 𝑥ሺ𝑡ሻ. 

Заметим, что 

|𝑥| ൌ ฬ𝑒ି௧ න 𝑓ሺ𝑡ሻ 𝑒௧𝑑𝑡ฬ ൑ 𝑒ି௧ න|𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒௧|𝑑𝑡 ൑ 𝑒ି௧ න 𝑀𝑒௧𝑑𝑡 ൌ 𝑀 ൅ 𝐶𝑒ି௧. 

При 𝐶 ൌ 0 функция 𝑥ሺ𝑡ሻ ограничена. Значит существует ограниченное решение исходного 

уравнения. 



С 8.3. Решим 𝑦ᇱᇱ ൅ 3𝑦ᇱ ൅ 2𝑦 ൌ 0. Характеристическое уравнение будет 𝜆ଶ ൅ 3𝜆 ൅ 2 ൌ 0, корни 

которого есть 𝜆 ൌ െ1; െ2. Значит 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ିଶ௫ . 

 

С 8.8. Решим 𝑦ᇱᇱ െ 2𝑦ᇱ ൅ 10𝑦 ൌ 0. Характеристическое уравнение будет 𝜆ଶ െ 2𝜆 ൅ 10 ൌ 0, корни 

которого есть 𝜆 ൌ 1 േ 3𝑖. Значит 𝑦 ൌ ሺ𝐶ଵ sin 3𝑥 ൅ 𝐶ଶ cos 3𝑥ሻ𝑒௫ . 

 

С 8.13. Решим 𝑦ᇱᇱ െ 8𝑦ᇱ ൅ 16𝑦 ൌ 0. Характеристическое уравнение будет 𝜆ଶ െ 8𝜆 ൅ 16 ൌ 0, 

двукратный корень которого есть 𝜆 ൌ 4. Значит 𝑦 ൌ ሺ𝐶ଵ ൅ 𝐶ଶ𝑥ሻ𝑒ସ௫ . 

 

С 8.23. Решим 𝑦ሺସሻ െ 𝑦ᇱᇱᇱ ൅ 2𝑦ᇱ ൌ 0. Характеристическое уравнение будет 𝜆ସ െ 𝑦ଷ ൅ 2𝑦 ൌ 0, или 

𝜆ሺ𝜆 ൅ 1ሻሺ𝜆 െ 1 ൅ 𝑖ሻሺ𝜆 െ 1 െ 𝑖ሻ ൌ 0. Значит 𝑦 ൌ 𝐶ଵ ൅ 𝐶ଶ𝑒ି௫ ൅ ሺ𝐶ଷ sin 𝑥 ൅ 𝐶ସ cos 𝑥ሻ𝑒௫ . 

 

С 8.32. Решим 𝑦ሺସሻ ൅ 2𝑦ᇱᇱᇱ െ 2𝑦ᇱᇱ ൅ 2𝑦ᇱ െ 3𝑦 ൌ 0. Характеристическое уравнение будет 𝜆ସ ൅ 2𝜆ଷ െ
2𝜆ଶ ൅ 2𝜆 െ 3 ൌ 0. Нетрудно найти, что это эквивалентно ሺ𝜆 െ 1ሻሺ𝜆 ൅ 3ሻሺ𝜆ଶ ൅ 1ሻ ൌ 0. Отсюда 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଷ௫ ൅ 𝐶ଷ sin 𝑥 ൅ 𝐶ସ cos 𝑥 . 

 

С 8.35. Решим 𝑦ሺସሻ ൅ 8𝑦ᇱᇱ ൅ 16𝑦 ൌ 0. Характеристическое уравнение будет 𝜆ସ ൅ 8𝑦ଶ ൅ 16 ൌ 0, 

двукратные корни которого 𝜆 ൌ േ2𝑖. Отсюда 𝑦 ൌ ሺ𝐶ଵ ൅ 𝐶ଶ𝑥ሻ sin 2𝑥 ൅ ሺ𝐶ଷ ൅ 𝐶ସ𝑥ሻ cos 2𝑥 . 

 

С 8.42. Решим 𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦ᇱ െ 6𝑦 ൌ െ18𝑥ଶ𝑒ି௫. Характеристическое уравнение соответствующего 
однородного уравнения будет 𝜆ଶ ൅ 𝜆 െ 6 ൌ 0, откуда решения однородного уравнения получаются в 
виде 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଷ௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଶ௫. Частное решение ищем в виде ሺ𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐ሻ𝑒ି௫: 

2𝑎𝑒ି௫ െ ሺ2𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ𝑒ି௫ െ ሺ2𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ𝑒ି௫ ൅ ሺ𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐ሻ𝑒ି௫ ൅ ሺ2𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ𝑒ି௫ െ ሺ𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐ሻ𝑒ି௫

െ ሺ6𝑎𝑥ଶ ൅ 6𝑏𝑥 ൅ 6𝑐ሻ𝑒ି௫ ൌ െ18𝑥ଶ𝑒ି௫ 

െ6𝑎𝑥ଶ െ 6𝑏𝑥 െ 2𝑎𝑥 െ 6𝑐 െ 𝑏 ൅ 2𝑎 ൌ െ18𝑥ଶ 

𝑎 ൌ 3, 𝑏 ൌ െ1, 𝑐 ൌ
7
6

. 

Отсюда 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଷ௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଶ௫ ൅ ቀ3𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ ଻

଺
ቁ 𝑒ି௫ . 

 

С 8.46. Решим 𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦ᇱ െ 2𝑦 ൌ 2𝑥𝑒ିଶ௫ ൅ 5 sin 𝑥. Характеристическое уравнение есть 𝜆ଶ ൅ 𝜆 െ 2 ൌ 0, 
откуда решения соответствующего однородного уравнения имеют вид 𝐶ଵ𝑒ିଶ௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒௫. Теперь, 
решение уравнения 𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦ᇱ െ 2𝑦 ൌ 2𝑥𝑒ିଶ௫ ищем в виде 𝑦 ൌ 𝑥ሺ𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ𝑒ିଶ௫: 

2𝑎𝑒ିଶ௫ െ 2ሺ2𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ𝑒ିଶ௫ െ 2൫ሺ2𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ𝑒ିଶ௫ െ 2ሺ𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥ሻ𝑒ିଶ௫൯ ൅ ሺ2𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ𝑒ିଶ௫

െ 2ሺ𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥ሻ𝑒ିଶ௫ െ 2ሺ𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥ሻ𝑒ିଶ௫ ൌ 2𝑥𝑒ିଶ௫ 

െ6𝑎𝑥 െ 3𝑏 ൅ 2𝑎 ൌ 2𝑥 



𝑎 ൌ െ
1
3

, 𝑏 ൌ െ
2
9

, 

откуда 𝑦 ൌ െ ଵ

ଽ
ሺ3𝑥ଶ ൅ 2𝑥ሻ𝑒ିଶ௫. Также ищем решение уравнения 𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦ᇱ െ 2𝑦 ൌ 5 sin 𝑥 в виде 𝑦 ൌ

𝑎 sin 𝑥 ൅ 𝑏 cos 𝑥: 

െ𝑎 sin 𝑥 െ 𝑏 cos 𝑥 ൅ 𝑎 cos 𝑥 െ 𝑏 sin 𝑥 െ 2𝑎 sin 𝑥 െ 𝑏 cos 𝑥 ൌ 5 sin 𝑥 

ሺ𝑎 െ 3𝑏ሻ cos 𝑥 െ ሺ𝑏 ൅ 3𝑎 ൅ 5ሻ sin 𝑥 ൌ 0 

𝑎 ൌ െ
3
2

, 𝑏 ൌ െ
1
2

. 

Отсюда ответ: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଶ௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒௫ െ ଵ

ଽ
ሺ3𝑥ଶ ൅ 2𝑥ሻ𝑒ିଶ௫ െ ଵ

ଶ
ሺ3 sin 𝑥 ൅ cos 𝑥ሻ . 

 

С 8.57. Решим 𝑦ᇱᇱ െ 2𝑦ᇱ ൅ 5𝑦 ൌ 4 cos 𝑥 ൅ 2 sin 𝑥. Характеристическое уравнение есть 𝜆ଶ െ 2𝜆 ൅ 5 ൌ
0, откуда решение соответствующего однородного уравнения 𝑦 ൌ ሺ𝐶ଵ cos 2𝑥 ൅ 𝐶ଶ sin 2𝑥ሻ𝑒௫. Затем 
ищем частное решение исходного уравнения в виде 𝑦 ൌ 𝑎 sin 𝑥 ൅ 𝑏 cos 𝑥: 

െ𝑎 sin 𝑥 െ 𝑏 cos 𝑥 െ 2ሺ𝑎 cos 𝑥 െ 𝑏 sin 𝑥ሻ ൅ 5ሺ𝑎 sin 𝑥 ൅ 𝑏 cos 𝑥ሻ ൌ 4 cos 𝑥 ൅ 2 sin 𝑥 

ሺ2𝑏 െ 2 ൅ 4𝑎ሻ sin 𝑥 െ ሺ2𝑎 െ 4𝑏 ൅ 4ሻ cos 𝑥 ൌ 0 

𝑎 ൌ 0, 𝑏 ൌ 1 

Отсюда ответ: 𝑦 ൌ ሺ𝐶ଵ cos 2𝑥 ൅ 𝐶ଶ sin 2𝑥ሻ𝑒௫ ൅ cos 𝑥 . 

 

С 8.59. Решим 𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦ᇱ െ 6𝑦 ൌ െ5𝑒ିଷ௫. Характеристическое уравнение 𝜆ଶ ൅ 𝜆 െ 6 ൌ 0, откуда 
решение соответствующего однородного уравнения 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଷ௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଶ௫. Ищем частное решение 
исходного уравнения в виде 𝑦 ൌ 𝑎𝑥𝑒ିଷ௫: 

𝑎𝑒ିଷ௫ െ 3𝑎𝑥𝑒ିଷ௫ െ 3𝑎𝑒ିଷ௫ െ 3ሺ𝑎𝑒ିଷ௫ െ 3𝑎𝑥𝑒ିଷ௫ሻ െ 6𝑎𝑥𝑒ିଷ௫ ൌ െ5𝑒ିଷ௫ 

𝑎 ൌ 1 

Отсюда ответ: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଷ௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଶ௫ ൅ 𝑥𝑒ିଷ௫ . 

 

С 8.62. Решим 𝑦ᇱᇱ െ 2𝑦ᇱ െ 3𝑦 ൌ 4 cos 𝑥 െ 2 sin 𝑥 ൅ 4𝑒ଷ௫. Характеристическое уравнение есть 𝜆ଶ െ
2𝜆 െ 3 ൌ 0, откуда решение соответствующего однородного уравнения получается 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ି௫ ൅
𝐶ଶ𝑒ଷ௫. Теперь, ищем решение уравнения 𝑦ᇱᇱ െ 2𝑦ᇱ െ 3𝑦 ൌ 4 cos 𝑥 െ 2 sin 𝑥 в виде y ൌ 𝑎 sin 𝑥 ൅
𝑏 cos 𝑥: 

െ𝑎 sin 𝑥 െ 𝑏 cos 𝑥 െ 2𝑎 cos 𝑥 ൅ 2𝑏 sin 𝑥 െ 3𝑎 sin 𝑥 െ 3𝑏 cos 𝑥 ൌ 4 cos 𝑥 െ 2 sin 𝑥 

ሺ2𝑏 െ 4𝑎 ൅ 2ሻ sin 𝑥 െ ሺ2𝑎 ൅ 4 ൅ 4𝑏ሻ cos 𝑥 ൌ 0 

𝑎 ൌ 0, 𝑏 ൌ െ1. 

Также, ищем решение уравнения 𝑦ᇱᇱ െ 2𝑦ᇱ െ 3𝑦 ൌ 4𝑒ଷ௫ в виде 𝑦 ൌ 𝑎𝑥𝑒ଷ௫: 

െ2ሺ𝑎𝑒ଷ௫ ൅ 3𝑎𝑥𝑒ଷ௫ሻ ൅ 3𝑎𝑒ଷ௫ ൅ 3ሺ𝑎𝑒ଷ௫ ൅ 3𝑎𝑥𝑒ଷ௫ሻ െ 3𝑎𝑥𝑒ଷ௫ ൌ 4𝑒ଷ௫ 

െ2𝑎 ൅ 3𝑎 ൅ 3𝑎 ൌ 4, 𝑎 ൌ 1 



Отсюда ответ: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଷ௫ െ cos 𝑥 ൅ 𝑥𝑒ଷ௫ . 

 

С 8.154. Решим 𝑦ᇱᇱ െ 3𝑦ᇱ ൅ 2𝑦 ൌ ௘ೣ

ଵା௘ೣ. Решение соответствующего однородного уравнения 𝑦 ൌ

𝐶ଵ𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଶ௫. Теперь, приняв 𝐶ଵ ൌ 𝐶ଵሺ𝑥ሻ, 𝐶ଶ ൌ 𝐶ଶሺ𝑥ሻ за функции решим систему 

൜
𝐶ଵ

ᇱ𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ𝑒ଶ௫ ൌ 0

𝐶ଵ
ᇱ𝑒௫ ൅ 2𝐶ଶ

ᇱ𝑒ଶ௫ ൌ 0
 

𝐶ଶ
ᇱ ൌ

1
𝑒௫ሺ1 ൅ 𝑒௫ሻ

, 𝐶ଵ
ᇱ ൌ െ

1
1 ൅ 𝑒௫ 

𝐶ଵ ൌ න െ
𝑑𝑥

1 ൅ 𝑒௫ ൌ න െ
𝑑𝑒௫

𝑒௫ሺ1 ൅ 𝑒௫ሻ
ൌ െ න ൬

1
𝑒௫ െ

1
1 ൅ 𝑒௫൰ 𝑑𝑒௫ ൌ െ ln ฬ

𝑒௫

1 ൅ 𝑒௫ฬ ൅ 𝐶ଵ෪ 

𝐶ଶ ൌ න
𝑑𝑥

𝑒௫ሺ1 ൅ 𝑒௫ሻ
ൌ න ൬

1
𝑒௫ െ

1
1 ൅ 𝑒௫൰ 𝑑𝑥 ൌ െ𝑒ି௫ െ ln ฬ

𝑒௫

1 ൅ 𝑒௫ฬ ൅ 𝐶ଶ෪ 

𝑦 ൌ ൬െ ln ฬ
𝑒௫

1 ൅ 𝑒௫ฬ ൅ 𝐶ଵ෪൰ 𝑒௫ ൅ ൬െ𝑒ି௫ െ ln ฬ
𝑒௫

1 ൅ 𝑒௫ฬ ൅ 𝐶ଶ෪൰ 𝑒ଶ௫ 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ෪𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ෪𝑒ଶ௫ െ 𝑒௫ െ ሺ𝑥 െ lnሺ1 ൅ 𝑒௫ሻሻሺ𝑒௫ ൅ 𝑒ଶ௫ሻ . 

 

С 8.162. Решим 𝑦ᇱᇱ ൅ 3𝑦ᇱ ൌ ଷ௫ିଵ

௫మ . Из характеристического уравнения найдем общее решение 

однородного уравнения: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ ൅ 𝐶ଶ𝑒ିଷ௫. Варьируем постоянные: 

ቐ
𝐶ଵ

ᇱ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ𝑒ିଷ௫ ൌ 0

െ3𝐶ଶ
ᇱ𝑒ିଷ௫ ൌ

3𝑥 െ 1
𝑥ଶ

․ 

𝐶ଵ
ᇱ ൌ

1
𝑥

െ
1

3𝑥ଶ ⟺ 𝐶ଵ ൌ ln|𝑥| ൅
1

3𝑥
൅ 𝐶ଵ෪ 

𝐶ଶ ൌ න െ𝑒ଷ௫ ൬
1
𝑥

െ
1

3𝑥ଶ൰ 𝑑𝑥 ൌ െ
𝑒ଷ௫

3𝑥
൅ 𝐶ଶ෪ 

𝑦 ൌ ln|𝑥| ൅
1

3𝑥
൅ 𝐶ଵ෪ െ

1
3𝑥

൅ 𝐶ଶ෪𝑒ିଷ௫ 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ෪ ൅ 𝐶ଶ෪𝑒ିଷ௫ ൅ ln|𝑥| . 

 

С 8.196. Решим 𝑥ଶ𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑦 ൌ 10𝑥ଶ. Заменим 𝑥 ൌ 𝑒௧ (𝑥 ൐ 0). Тогда 

൜
𝑦ሶ ൌ 𝑦ᇱ𝑒௧

𝑦ሷ ൌ 𝑦ᇱᇱ𝑒ଶ௧ ൅ 𝑦ሶ𝑒௧  ⟺ ൜
𝑦ᇱ ൌ 𝑒ି௧𝑦ሶ

𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑒ିଶ௧𝑦ሷ െ 𝑒ିଶ௧𝑦ሶ
 

Уравнение принимает вид 𝑦ሷ െ 𝑦ሶ ൅ 𝑦ሶ ൅ 𝑦 ൌ 10𝑒ଶ௧ или 𝑦ሷ ൅ 𝑦 ൌ 10𝑒ଶ௧. Решение соответствующего 
однородного уравнения: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ cos 𝑡 ൅ 𝐶ଶ sin 𝑡. Частное решение ищем в виде 𝑦 ൌ 𝑎𝑒ଶ௧: 

4𝑎𝑒ଶ௧ ൅ 𝑎𝑒ଶ௧ ൌ 10𝑒ଶ௧ ⟺ 𝑎 ൌ 2 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ cos ln 𝑥 ൅ 𝐶ଶ sin ln 𝑥 ൅ 2𝑥ଶ . 



 

С 8.201. Решим 𝑥ଶ𝑦ᇱᇱ െ 6𝑦 ൌ െ16𝑥ଶ ln 𝑥. Заменим 𝑥 ൌ 𝑒௧ (𝑥 ൐ 0). Тогда уравнение станет 𝑦ሷ െ 𝑦ሶ െ
6𝑦 ൌ െ16𝑒ଶ௧𝑡. Решение соответствующего однородного уравнения: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଶ௧ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଷ௧. Ищем 
частное решение в виде 𝑦 ൌ 𝑒ଶ௧ሺ𝑎𝑡 ൅ 𝑏ሻ: 

𝑒ଶ௧ሺ4𝑎𝑡 ൅ 4𝑏 ൅ 2𝑎 ൅ 2𝑎ሻ െ 𝑒ଶ௧ሺ2𝑎𝑡 ൅ 2𝑏 ൅ 𝑎ሻ െ 𝑒ଶ௧ሺ6𝑎𝑡 ൅ 6𝑏ሻ ൌ െ16𝑒ଶ௧𝑡 

ሺ16 െ 4𝑎ሻ𝑡 ൅ 3𝑎 െ 4𝑏 ൌ 0 

𝑎 ൌ 4,    𝑏 ൌ 3 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଶ௧ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଷ௧ ൅ ሺ4𝑡 ൅ 3ሻ𝑒ଶ௧ 

𝑦 ൌ
𝐶ଵ

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ𝑥ଷ ൅ ሺ4 ln 𝑥 ൅ 3ሻ𝑥ଶ . 

 

Ф 613. Построим линейное однородное уравнение, частным решением которого является 𝑦 ൌ 𝑥ଶ𝑒௫: 

𝑦ᇱ ൌ ሺ2𝑥 ൅ 𝑥ଶሻ𝑒௫ 

𝑦ᇱᇱ ൌ ሺ2 ൅ 4𝑥 ൅ 𝑥ଶሻ𝑒௫ 

𝑦ᇱᇱᇱ ൌ ሺ6 ൅ 6𝑥 ൅ 𝑥ଶሻ𝑒௫ 

Ищем уравнение в виде 𝑦ᇱᇱᇱ ൅ 𝑎𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑏𝑦ᇱ ൅ 𝑐𝑦 ൌ 0. Тогда получим следующую систему: 

൝
1 ൅ 𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0
6 ൅ 4𝑎 ൅ 2𝑏 ൌ 0

6 ൅ 2𝑎 ൌ 0
⟺ ൝

𝑎 ൌ െ3
𝑏 ൌ 3

𝑐 ൌ െ1
 

Ответ: 𝑦ᇱᇱᇱ െ 3𝑦ᇱᇱ ൅ 3𝑦ᇱ െ 𝑦 ൌ 0 . 

 

Ф 615. Построим линейное однородное уравнение, частным решением которого является 𝑦 ൌ 𝑥 sin 𝑥: 

𝑦ᇱ ൌ sin 𝑥 ൅ 𝑥 cos 𝑥 

𝑦ᇱᇱ ൌ 2 cos 𝑥 െ 𝑥 sin 𝑥 

𝑦ᇱᇱᇱ ൌ െ3 sin 𝑥 െ 𝑥 cos 𝑥 

𝑦ሺସሻ ൌ െ4 cos 𝑥 ൅ 𝑥 sin 𝑥 

Ищем решение в виде 𝑦ሺସሻ ൅ 𝑎𝑦ᇱᇱᇱ ൅ 𝑏𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑐𝑦ᇱ ൅ 𝑑𝑦 ൌ 0. Тогда для коэффициентов получим 

следующему систему: 

൞

െ3𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 0
െ4 ൅ 2𝑏 ൌ 0

1 െ 𝑏 ൅ 𝑑 ൌ 0
െ𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 0

⟺ ൞

𝑎 ൌ 0
𝑏 ൌ 2
𝑐 ൌ 0
𝑑 ൌ 1

 

Ответ: 𝑦ሺସሻ ൅ 2𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦 ൌ 0 . 

 

Ф 617. Построим линейное однородное уравнение, частными решениями которого являются 𝑦ଵ ൌ
𝑥𝑒௫, 𝑦ଶ ൌ 𝑒ି௫: 



𝑦ଵ
ᇱ ൌ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ𝑒௫, 𝑦ଵ

ᇱᇱ ൌ ሺ𝑥 ൅ 2ሻ𝑒௫, 𝑦ଵ
ᇱᇱᇱ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻ𝑒௫ 

𝑦ଶ
ᇱ ൌ െ𝑒ି௫, 𝑦ଶ

ᇱᇱ ൌ 𝑒ି௫, 𝑦ଶ
ᇱᇱᇱ ൌ െ𝑒ି௫ 

Ищем уравнение в форме 𝑦ᇱᇱᇱ ൅ 𝑎𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑏𝑦ᇱ ൅ 𝑐𝑦 ൌ 0. Подставив в это уравнение функции 𝑦ଵ и 𝑦ଶ 

получим следующую систему: 

൝
1 ൅ 𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0

3 ൅ 2𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0
െ1 ൅ 𝑎 െ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0

⟺ ൝
𝑎 ൌ െ1
𝑏 ൌ െ1
𝑐 ൌ 1

 

Ответ: 𝑦ᇱᇱᇱ െ 𝑦ᇱᇱ െ 𝑦ᇱ ൅ 𝑦 ൌ 0 . 

 

Т 1. Сначала решим уравнение 𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑎𝑦 ൌ sin 𝑥. Рассмотрим три случаи. 

Случай 1: 𝑎 ൏ 0. Из характеристического уравнения 𝜆ଶ ൅ 𝑎 ൌ 0 ⟺ 𝜆 ൌ േ√െ𝑎 находим общее 

решение однородного уравнения: 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ି√ି௔ ൅ 𝐶ଶ𝑒√ି௔. Частное решение ищем в виде 𝑦 ൌ
𝐴 sin 𝑥 ൅ 𝐵 cos 𝑥: 

െሺ𝐴 sin 𝑥 ൅ 𝐵 cos 𝑥ሻ ൅ 𝑎ሺ𝐴 sin 𝑥 ൅ 𝐵 cos 𝑥ሻ ൌ sin 𝑥 

𝐴 ൌ
1

𝑎 െ 1
,    𝐵 ൌ 0 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒ି√ି௔௫ ൅ 𝐶ଶ𝑒√ି௔௫ ൅
sin 𝑥
𝑎 െ 1

. 

Случай 2: 𝑎 ൌ 0. 𝑦ᇱᇱ ൌ sin 𝑥 ⟺ 𝑦ᇱ ൌ െ cos 𝑥 ൅ 𝐶ଵ ⟺ 𝑦 ൌ െ sin 𝑥 ൅ 𝐶ଵ𝑥 ൅ 𝐶ଶ . 

Случай 3: 𝑎 ൐ 0. Из характеристического уравнения находим 𝜆 ൌ േ𝑖√𝑎 и 𝑦 ൌ 𝐶ଵ sin √𝑎𝑥 ൅

𝐶ଶ cos √𝑎𝑥. Если 𝑎 ് 1, то снова ищем частное решение в виде 𝐴 sin 𝑥 ൅ 𝐵 cos 𝑥 и находим 𝑦 ൌ ୱ୧୬ ௫

௔ିଵ
, 

откуда получаем решение 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ sin √𝑎𝑥 ൅ 𝐶ଶ cos √𝑎𝑥 ൅
sin 𝑥
𝑎 െ 1

. 

Если же 𝑎 ൌ 1, то ищем частное решение в виде 𝑦 ൌ 𝑥ሺ𝐴 sin 𝑥 ൅ 𝐵 cos 𝑥ሻ: 

െ𝑥ሺ𝐴 sin 𝑥 ൅ 𝐵 cos 𝑥ሻ ൅ 2ሺ𝐴 cos 𝑥 െ 𝐵 sin 𝑥ሻ ൅ 𝑥ሺ𝐴 sin 𝑥 ൅ 𝐵 cos 𝑥ሻ ൌ sin 𝑥 

ሺ2𝐴 ൅ 𝐵ሻ cos 𝑥 ൅ ሺ𝐴 െ 2𝐵 െ 1ሻ sin 𝑥 ൌ 0 

𝐴 ൌ
1
5

,    𝐵 ൌ െ
2
5

 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ sin 𝑥 ൅ 𝐶ଶ cos 𝑥 ൅
𝑥
5

ሺsin 𝑥 െ 2 cos 𝑥ሻ . 

а) При 𝑎 ് 1 уравнение имеет ограниченное решение 𝑦 ൌ ୱ୧୬ ௫

௔ିଵ
 при 𝑎 ൏ 0 и 𝑎 ൐ 0, и ограниченное 

решение 𝑦 ൌ െ sin 𝑥 при 𝑎 ൌ 0. При 𝑎 ൌ 1 уравнение не имеет ограниченных решений. 

б) При 𝑎 ∈ ሺെ∞, 0ሻ ∪ ሺ0,1ሻ ∪ ሺ1, ൅∞ሻ уравнение имеет ровно одно периодическое решение 𝑦 ൌ
ୱ୧୬ ௫

௔ିଵ
, при 𝑎 ൌ 0 – бесконечно много периодических решений 𝑦 ൌ െ sin 𝑥 ൅ 𝐶, а при 𝑎 ൌ 1 – нет 

периодических решений. 



 

С 11.2. Решим 

൜
𝑥ሶ ൌ 10𝑥 െ 6𝑦

𝑦ሶ ൌ 18𝑥 െ 11𝑦. 

𝑥ሷ ൌ 10𝑥ሶ െ 6𝑦ሶ ൌ 10𝑥ሶ െ 108𝑥 ൅ 66𝑦 ൌ 10𝑥ሶ െ 108𝑥 ൅ 11ሺ10𝑥 െ 𝑥ሶሻ ൌ 2𝑥 െ 𝑥ሶ  

𝑥ሷ ൅ 𝑥ሶ െ 2𝑥 ൌ 0 ⟺ 𝑥 ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଶ௧ ൅ 𝐶ଶ𝑒௧ ⟹ 𝑦 ൌ 2𝐶ଵ𝑒ିଶ௧ ൅
3
2

𝐶ଶ𝑒௧ 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଶ௧ ቀ1

2
ቁ ൅

𝐶ଶ

2
𝑒௧ ቀ2

3
ቁ . 

С 11.8. Решим 

൜
𝑥ሶ ൌ െ5𝑥 െ 10𝑦

𝑦ሶ ൌ 5𝑥 ൅ 5𝑦 . 

𝑦ሷ ൌ 5𝑥ሶ ൅ 5𝑦ሶ ൌ 5𝑦ሶ െ 25𝑥 െ 50𝑦 ൌ 5𝑦ሶ െ 50𝑦 െ 5𝑦ሶ ൅ 25𝑦 ൌ െ25𝑦 

𝑦ሷ ൅ 25𝑦 ൌ 0 ⟺ 𝑦 ൌ 𝐶ଵ cos 5𝑡 ൅ 𝐶ଶ sin 5𝑡 ⟹ 

⟹ 𝑥 ൌ െ𝐶ଵሺcos 5𝑡 ൅ sin 5𝑡ሻ ൅ 𝐶ଶሺcos 5𝑡 െ sin 5𝑡ሻ 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝐶ଵ ቀെ cos 5𝑡 െ sin 5𝑡

cos 5𝑡
ቁ ൅ 𝐶ଶ ቀcos 5𝑡 െ sin 5𝑡

sin 5𝑡
ቁ . 

 

С 11.13. Решим 

൜
𝑥ሶ ൌ െ2𝑥 ൅ 𝑦

𝑦ሶ ൌ െ4𝑥 ൅ 2𝑦. 

𝑥ሷ ൌ െ2𝑥ሶ ൅ 𝑦ሶ ൌ 0 ⟺ 𝑥ሶ ൌ 𝐶ଵ ⟺ 𝑥 ൌ 𝐶ଵ𝑡 ൅ 𝐶ଶ ⟹ 

⟹ 𝑦 ൌ 𝑥ሶ ൅ 2𝑥 ൌ 2𝐶ଵ𝑡 ൅ 𝐶ଵ ൅ 2𝐶ଶ 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝐶ଵ ቀ

𝑡
2𝑡 ൅ 1ቁ ൅ 𝐶ଶ ቀ1

2
ቁ . 

 

С 11.13. Решим 

൝
𝑥ሶ ൌ െ2𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧

𝑦ሶ ൌ െ6𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧
𝑧ሶ ൌ െ6𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧

. 

Найдем собственные числа и векторы матрицы 

𝐴 ൌ ൭
െ2 2 െ1
െ6 2 െ2
െ6 െ2 െ1

൱. 

0 ൌ detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ อ
െ2 െ 𝜆 2 െ1

െ6 2 െ 𝜆 െ2
െ6 െ2 െ1 െ 𝜆

อ ൌ 



ൌ െሺ𝜆 ൅ 2ሻሺ𝜆 െ 2ሻሺ𝜆 ൅ 1ሻ ൅ 24 െ 12 ൅ 6ሺ𝜆 െ 2ሻ ൅ 4ሺ𝜆 ൅ 2ሻ െ 12ሺ𝜆 ൅ 1ሻ ൌ 

ൌ 𝜆ሺ𝜆 െ 1ሻሺ𝜆 ൅ 2ሻ 

𝜆ଵ ൌ െ2 → ℎଵ ൌ ൭
0
1
2

൱,       𝜆ଶ ൌ 0 → ℎଶ ൌ ൭
െ1
1
4

൱,       𝜆ଷ ൌ 1 → ℎଷ ൌ ൭
1
0

െ3
൱ 

ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଶ௧ ൭
0
1
2

൱ ൅ 𝐶ଶ ൭
െ1
1
4

൱ ൅ 𝐶ଷ𝑒ଷ௧ ൭
1
0

െ3
൱ . 

 

С 11.31. Решим 

൝
𝑥ሶ ൌ 𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧
𝑦ሶ ൌ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧
𝑧ሶ ൌ 2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧

. 

Найдем собственные числа и векторы матрицы 

𝐴 ൌ ൭
1 2 2
2 1 2
2 2 1

൱. 

0 ൌ detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ อ
1 െ 𝜆 2 2

2 1 െ 𝜆 2
2 2 1 െ 𝜆

อ ൌ ሺ1 െ 𝜆ሻଷ ൅ 16 െ 12ሺ1 െ 𝜆ሻ ൌ ሺ5 െ 𝜆ሻሺ1 ൅ 𝜆ሻଶ 

Собственному числу 𝜆 ൌ 5 соответствует вектор ℎଵ ൌ ሺ1 1 1ሻ், а 𝜆 ൌ െ1 – два вектора 

ℎଶ ൌ ൭
1
0

െ1
൱,    ℎଷ ൌ ൭

0
1

െ1
൱ 

ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ 𝐶ଵ𝑒ହ௧ ൭
1
1
1

൱ ൅ 𝐶ଶ𝑒ି௧ ൭
1
0

െ1
൱ ൅ 𝐶ଷ𝑒ି௧ ൭

0
1

െ1
൱ . 

 

С 11.44. Решим систему 

൝
𝑥ሶ ൌ 𝑥 ൅ 𝑦

𝑦ሶ ൌ െ𝑥 ൅ 𝑧
𝑧ሶ ൌ െ𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧

. 

𝐴 ൌ ൭
1 1 0

െ1 0 1
െ1 െ1 2

൱,   detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ อ
1 െ 𝜆 1 0

െ1 െ𝜆 1
െ1 െ1 2 െ 𝜆

อ ൌ 

ൌ െ𝜆ሺ𝜆 െ 1ሻሺ𝜆 െ 2ሻ െ 1 ൅ 1 െ 𝜆 ൅ 2 െ 𝜆 ൌ െሺ𝜆 െ 1ሻሺሺ𝜆 െ 1ሻଶ ൅ 1ሻ 

Получаем собственные значения 1, 1 േ 𝑖. Значению 𝜆 ൌ 1 соответствует собственный вектор ℎଵ ൌ
ሺ1 0 1ሻ். Для 𝜆 ൌ 1 ൅ 𝑖 получаем 

𝐴 െ 𝜆𝐸 ൌ ൭
െ𝑖 1 0
െ1 െ1 െ 𝑖 1
െ1 െ1 1 െ 𝑖

൱ ~ ൭
െ𝑖 1 0
െ1 െ1 െ 𝑖 1
0 𝑖 െ𝑖

൱ ~ ൭
െ𝑖 1 0
െ1 െ1 െ 𝑖 1
0 െ1 1

൱ ~ 



~ ൭
െ𝑖 1 0
െ1 െ𝑖 0
0 െ1 1

൱ ~ ൭
െ1 െ𝑖 0
െ1 െ𝑖 0
0 െ1 1

൱, 

значит собственным будет вектор 

ℎଶ ൌ ൭
െ𝑖
1
1

൱ ൌ ൭
0
1
1

൱ ൅ ൭
െ1
0
0

൱ 𝑖. 

Отсюда 

𝑒ሺଵା௜ሻ௧ℎଶ ൌ 𝑒௧ሺcos 𝑡 ൅ 𝑖 sin 𝑡ሻ ቌ൭
0
1
1

൱ ൅ ൭
െ1
0
0

൱ 𝑖ቍ ൌ 𝑒௧ ൭
sin 𝑡
cos 𝑡
cos 𝑡

൱ ൅ 𝑒௧ ቆ
െ cos 𝑡

sin 𝑡
sin 𝑡

ቇ 𝑖 

и ответ: 

ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ 𝐶ଵ𝑒௧ ൭
1
0
1

൱ ൅ 𝐶ଶ𝑒௧ ൭
sin 𝑡
cos 𝑡
cos 𝑡

൱ ൅ 𝐶ଷ𝑒௧ ቆ
െ cos 𝑡

sin 𝑡
sin 𝑡

ቇ . 

 

С 11.71. Решим систему 

൝
𝑥ሶ ൌ െ2𝑦 െ 2𝑧

𝑦ሶ ൌ 3𝑥 ൅ 5𝑦 ൅ 3𝑧
𝑧ሶ ൌ െ𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧

. 

𝐴 ൌ ൭
0 െ2 െ2
3 5 3

െ1 െ2 31
൱,   detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ െ𝜆ሺ𝜆 ൅ 1ሻሺ𝜆 െ 5ሻ ൅ 6 ൅ 12 െ 6𝜆 െ 6𝜆 െ 6 ൅ 2𝜆 െ 10 ൌ 

ൌ െ𝜆ଷ ൅ 4𝜆ଶ െ 5𝜆 ൅ 2 ൌ െሺ𝜆 െ 1ሻଶሺ𝜆 െ 2ሻ. 

При 𝜆 ൌ 1 

𝐴 െ 𝜆𝐸~ ቀെ1 െ2 െ2
3 4 3

ቁ ~ ቀെ1 െ2 െ2
1 0 െ1

ቁ ⟹ ℎଵ ൌ ൭
2

െ3
2

൱ 

ሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻℎଶ ൌ ℎଵ 

ሺ𝐴 െ 𝜆𝐸|ℎଵሻ~ ቀെ1 െ2 െ2
3 4 3

 ቚ 2
െ3

ቁ ~ ቀെ1 െ2 െ2
1 0 െ1

 ቚ 2
1

ቁ ~ ቀ0 െ2 െ3
1 0 െ1

 ቚ 3
1

ቁ ⟹ ℎଶ ൌ ൭
2

െ3
0

൱. 

При 𝜆 ൌ 2 

𝐴 െ 𝜆𝐸 ൌ ൭
െ2 െ2 െ2
3 3 3

െ1 െ2 െ3
൱ ~ ቀ 1 1 1

െ1 െ2 െ3
ቁ ~ ቀ1 1 1

2 1 0
ቁ ~ ቀെ1 0 1

2 1 0
ቁ ⟹ ℎଷ ൌ ൭

1
െ2
1

൱. 

Значит ответ: 

ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ 𝐶ଵ𝑒௧ ൭
2

െ3
2

൱ ൅ 𝐶ଶ𝑒௧ ቌ൭
2

െ3
2

൱ 𝑡 ൅ ൭
2

െ3
0

൱ቍ ൅ 𝐶ଷ𝑒ଶ௧ ൭
1

െ2
1

൱ . 



 

С 11.76. Решим систему 

൝
𝑥ሶ ൌ െ2𝑥 ൅ 𝑧

𝑦ሶ ൌ െ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 3𝑧
𝑧ሶ ൌ െ𝑦 ൅ 𝑧

. 

detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ อ
െ2 െ 𝜆 0 1

െ1 െ2 െ 𝜆 3
0 െ1 1 െ 𝜆

อ ൌ െሺ𝜆 െ 1ሻሺ𝜆ଶ ൅ 4𝜆 ൅ 4ሻ ൅ 1 െ 3𝜆 െ 6 ൌ 

ൌ െ𝜆ଷ െ 3𝜆ଶ െ 3𝜆 െ 1 ൌ െሺ𝜆 ൅ 1ሻଷ 

൭
െ1 0 1
െ1 െ1 3
0 െ1 2

൱ ~ ቀെ1 0 1
0 െ1 2

ቁ ⟹ ℎଵ ൌ ൭
1
2
1

൱ 

൭
െ1 0 1
െ1 െ1 3
0 െ1 2

อ
1
2
1

൱ ~ ቀെ1 0 1
0 െ1 2

ቚ1
1

ቁ ⟹ ℎଶ ൌ ൭
െ1
െ1
0

൱ 

൭
െ1 0 1
െ1 െ1 3
0 െ1 2

อ
െ1
െ1
0

൱ ~ ቀെ1 0 1
0 െ1 2

ቚെ1
0

ቁ ⟹ ℎଷ ൌ ൭
1
0
0

൱ 

ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ 𝐶ଵ𝑒ି௧ ൭
1
2
1

൱ ൅ 𝐶ଶ𝑒ି௧ ቌ൭
1
2
1

൱ 𝑡 ൅ ൭
െ1
െ1
0

൱ቍ ൅ 𝐶ଷ𝑒ି௧ ቌ൭
1
2
1

൱
𝑡ଶ

2
൅ ൭

െ1
െ1
0

൱ 𝑡 ൅ ൭
1
0
0

൱ቍ . 

 

С 11.90. Решим систему 

൝
𝑥ሶ ൌ 4𝑥 ൅ 6𝑦 െ 15𝑧

𝑦ሶ ൌ 𝑥 ൅ 3𝑦 െ 5𝑧
𝑧ሶ ൌ 𝑧 ൅ 2𝑦 െ 4𝑧

. 

detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ อ
4 െ 𝜆 6 െ15

1 3 െ 𝜆 െ5
1 2 െ4 െ 𝜆

อ ൌ 

ൌ െሺ𝜆 െ 3ሻሺ𝜆ଶ െ 16ሻ െ 30 െ 30 െ 15𝜆 ൅ 45 ൅ 40 െ 10𝜆 ൅ 6𝜆 ൅ 24 ൌ 

ൌ െ𝜆ଷ ൅ 3𝜆ଶ െ 3𝜆 ൅ 1 ൌ െሺ𝜆 െ 1ሻଷ 

𝐴 െ 𝐸 ൌ ൭
3 6 െ15
1 2 െ5
1 2 െ5

൱ ⟹ ℎଵ ൌ ൭
5
0
1

൱,    ℎଶ ൌ ൭
3
1
1

൱ 

Второй собственный вектор мы выбрали таким образом, чтобы его жорданова цепочка была 

невырожденной: 

ሺ𝐴 െ 𝐸|ℎଶሻ ൌ ൭
3 6 െ15
1 2 െ5
1 2 െ5

อ
3
1
1

൱ ~ሺ1 2 െ5|1ሻ ⟹ ℎଷ ൌ ൭
1
0
0

൱. 

ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ 𝐶ଵ𝑒௧ ൭
5
0
1

൱ ൅ 𝐶ଶ𝑒௧ ൭
3
1
1

൱ ൅ 𝐶ଷ𝑒௧ ቌ൭
3
1
1

൱ 𝑡 ൅ ൭
1
0
0

൱ቍ . 



 

С 11.138. Решим систему 

൜
𝑥ሶ ൌ 3𝑥 െ 5𝑦 െ 2𝑒௧

𝑦ሶ ൌ 𝑥 െ 𝑦 െ 𝑒௧ . 

Сначала решим соответствующую однородную систему: 

𝐴 ൌ ቀ3 െ5
1 െ1

ቁ,   detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ ቚ3 െ 𝜆 െ5
1 െ1 െ 𝜆

ቚ ൌ 𝜆ଶ െ 4𝜆 ൅ 8 ൌ ሺ𝜆 െ 2ሻଶ ൅ 2ଶ 

𝐴 െ ሺ2 െ 2𝑖ሻ𝐸 ൌ ቀ1 ൅ 2𝑖 െ5
1 െ1 ൅ 2𝑖

ቁ ~ ቀ1 ൅ 2𝑖 െ5
1 ൅ 2𝑖 െ5

ቁ ⟹ ℎଵ ൌ ቀ 5
1 ൅ 2𝑖

ቁ ൌ ቀ5
1

ቁ ൅ ቀ0
2

ቁ 𝑖 

𝑒ሺଶିଶ௜ሻ௧ℎଵ ൌ 𝑒ଶ௧ሺcos 2𝑡 െ 𝑖 sin 2𝑡ሻ ቆቀ5
1

ቁ ൅ ቀ0
2

ቁ 𝑖ቇ ൌ 𝑒ଶ௧ ቆቀ 5 cos 2𝑡
cos 2𝑡 ൅ 2 sin 2𝑡

ቁ ൅ 𝑖 ቀ െ5 sin 2𝑡
2 cos 2𝑡 െ sin 2𝑡

ቁቇ 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝐶ଵ𝑒ଶ௧ ቀ 5 cos 2𝑡

cos 2𝑡 ൅ 2 sin 2𝑡
ቁ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଶ௧ ቀ െ5 sin 2𝑡

2 cos 2𝑡 െ sin 2𝑡
ቁ. 

Ищем частное решение в виде 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝑒௧ ቀ

𝑎
𝑏ቁ:    ቄ𝑎 ൌ 3𝑎 െ 5𝑏 െ 2

𝑏 ൌ 𝑎 െ 𝑏 െ 1
⟺ ቀ

𝑎
𝑏ቁ ൌ ቀ1

0
ቁ. 

Отсюда ответ: 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝐶ଵ𝑒ଶ௧ ቀ 5 cos 2𝑡

cos 2𝑡 ൅ 2 sin 2𝑡
ቁ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଶ௧ ቀ െ5 sin 2𝑡

2 cos 2𝑡 െ sin 2𝑡
ቁ ൅ ቀ1

0
ቁ 𝑒௧ . 

 

С 11.154. Решим систему 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑥 െ 2𝑦 െ 2𝑡𝑒௧

𝑦ሶ ൌ 5𝑥 െ 𝑦 െ ሺ2𝑡 ൅ 6ሻ𝑒௧. 

𝐴 ൌ ቀ1 െ2
5 െ1

ቁ,   detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ ቚ1 െ 𝜆 െ2
5 െ1 െ 𝜆

ቚ ൌ 𝜆ଶ ൅ 9 

𝐴 െ 3𝑖𝐸 ൌ ቀ1 െ 3𝑖 െ2
5 െ1 െ 3𝑖

ቁ ⟹ ℎଵ ൌ ቀ 2
1 െ 3𝑖

ቁ ൌ ቀ2
1

ቁ ൅ 𝑖 ቀ 0
െ3

ቁ 

𝑒ଷ௜௧ℎଵ ൌ ሺcos 3𝑡 ൅ 𝑖 sin 3𝑡ሻ ቆቀ2
1

ቁ ൅ 𝑖 ቀ 0
െ3

ቁቇ ൌ ቀ 2 cos 3𝑡
cos 3𝑡 ൅ 3 sin 3𝑡

ቁ ൅ ቀ 2 sin 3𝑡
sin 3𝑡 െ 3 cos 3𝑡

ቁ 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝐶ଵ ቀ 2 cos 3𝑡

cos 3𝑡 ൅ 3 sin 3𝑡
ቁ ൅ 𝐶ଶ ቀ 2 sin 3𝑡

sin 3𝑡 െ 3 cos 3𝑡
ቁ. 

Ищем частное решение в виде 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ൬ቀ

𝑎
𝑏ቁ ൅ ቀ

𝑐
𝑑ቁ 𝑡൰ 𝑒௧: 

ቀ
𝑎 ൅ 𝑐
𝑏 ൅ 𝑑ቁ ൅ ቀ

𝑐
𝑑ቁ 𝑡 ൌ 𝐴 ൬ቀ

𝑎
𝑏ቁ ൅ ቀ

𝑐
𝑑ቁ 𝑡൰ ൅ ቀ 0

െ6
ቁ ൅ 𝑡 ቀെ2

െ2
ቁ 

൞

𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 𝑎 െ 2𝑏
𝑏 ൅ 𝑑 ൅ 6 ൌ 5𝑎 െ 𝑏

𝑐 ൅ 2 ൌ 𝑐 െ 2𝑑
𝑑 ൅ 2 ൌ 5𝑐 ൅ 𝑑

⟺ ቌ

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

ቍ ൌ ൮

1
0
0

െ1

൲. 



Отсюда ответ: 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝐶ଵ ቀ 2 cos 3𝑡

cos 3𝑡 ൅ 3 sin 3𝑡
ቁ ൅ 𝐶ଶ ቀ 2 sin 3𝑡

sin 3𝑡 െ 3 cos 3𝑡
ቁ ൅ ቀ 1

െ𝑡
ቁ 𝑒௧ . 

 

С 11.178. Решим систему 

ቐ𝑥ሶ ൌ െ3𝑥 െ 2𝑦 ൅
𝑒ଶ௧

1 ൅ 𝑒௧

𝑦ሶ ൌ 10𝑥 ൅ 6𝑦
⟺ ൬

𝑥ሶ
𝑦ሶ൰ ൌ ቀെ3 െ2

10 6
ቁ ቀ

𝑥
𝑦ቁ ൅ ൭

𝑒ଶ௧

1 ൅ 𝑒௧

0
൱ 

detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ ቚെ3 െ 𝜆 െ2
10 6 െ 𝜆

ቚ ൌ 𝜆ଶ െ 3𝜆 ൅ 2 ൌ ሺ𝜆 െ 1ሻሺ𝜆 െ 2ሻ 

𝜆 ൌ 1 ⟹ 𝐴 െ 𝜆𝐸 ൌ ቀെ4 െ2
10 5

ቁ ⟹ ℎଵ ൌ ቀ 1
െ2

ቁ 

𝜆 ൌ 2 ⟹ 𝐴 െ 𝜆𝐸 ൌ ቀെ5 െ2
10 4

ቁ ⟹ ℎଶ ൌ ቀ 2
െ5

ቁ 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝐶ଵሺ𝑡ሻ𝑒௧ℎଵ ൅ 𝐶ଶ𝑒ଶ௧ℎଶ ⟺ ൜

𝑥 ൌ 𝐶ଵ𝑒௧ ൅ 2𝐶ଶ𝑒ଶ௧

𝑦 ൌ െ2𝐶ଵ𝑒௧ െ 5𝐶ଶ𝑒ଶ௧ 

ቐ𝐶ଵሶ 𝑒௧ ൅ 2𝐶ଶሶ 𝑒ଶ௧ ൌ
𝑒ଶ௧

1 ൅ 𝑒௧

െ2𝐶ଵሶ 𝑒௧ െ 5𝐶ଶሶ 𝑒ଶ௧ ൌ 0
 

Δ ൌ ቚ 𝑒௧ 2𝑒ଶ௧

െ2𝑒௧ െ5𝑒ଶ௧ቚ ൌ െ𝑒ଷ௧,    Δଵ ൌ ቮ
𝑒ଶ௧

1 ൅ 𝑒௧ 2𝑒ଶ௧

0 െ5𝑒ଶ௧
ቮ ൌ െ

5𝑒ସ௧

1 ൅ 𝑒௧ ,    Δଶ ൌ ቮ 𝑒௧ 𝑒ଶ௧

1 ൅ 𝑒௧

െ2𝑒௧ 0
ቮ ൌ

2𝑒ଷ௧

1 ൅ 𝑒௧ 

𝐶ଵሶ ൌ
Δଵ

Δ
ൌ

5𝑒௧

1 ൅ 𝑒௧ ,    𝐶ଶሶ ൌ
Δଶ

Δ
ൌ െ

2
1 ൅ 𝑒௧ 

𝐶ଵ ൌ න
5𝑒௧

1 ൅ 𝑒௧ 𝑑𝑡 ൌ 5 න
𝑑ሺ1 ൅ 𝑒௧ሻ

1 ൅ 𝑒௧ ൌ 5 lnሺ1 ൅ 𝑒௧ሻ ൅ 𝐶ଵ෪ 

𝐶ଶ ൌ න െ
2

1 ൅ 𝑒௧ 𝑑𝑡 ൌ െ2 න
𝑑𝑒௧

ሺ1 ൅ 𝑒௧ሻ𝑒௧ ൌ െ2 න ൬
1
𝑒௧ െ

1
1 ൅ 𝑒௧൰ 𝑑𝑒௧ ൌ 2 lnሺ1 ൅ 𝑒ି௧ሻ ൅ 𝐶ଶ෪ 

ቊ
𝑥 ൌ 𝐶ଵ෪𝑒௧ ൅ 2𝐶ଶ෪𝑒ଶ௧ ൅ 5𝑒௧ lnሺ1 ൅ 𝑒௧ሻ ൅ 4𝑒ଶ௧ lnሺ1 ൅ 𝑒ି௧ሻ

𝑦 ൌ െ2𝐶ଵ෪𝑒௧ െ 5𝐶ଶ෪𝑒ଶ௧ െ 10𝑒௧ lnሺ1 ൅ 𝑒௧ሻ െ 10𝑒ଶ௧ lnሺ1 ൅ 𝑒ି௧ሻ
. 

 

С 11.118. Решим систему 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑥 ൅ 2𝑦
𝑦ሶ ൌ 2𝑥 ൅ 𝑦 ⟺ ൬

𝑥ሶ
𝑦ሶ൰ ൌ ቀ1 2

2 1
ቁ ቀ

𝑥
𝑦ቁ. 

𝐴 ൌ ቀ1 2
2 1

ቁ,   detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ ቚ1 െ 𝜆 2
2 1 െ 𝜆

ቚ ൌ 𝜆ଶ െ 2𝜆 െ 3 ൌ ሺ𝜆 െ 3ሻሺ𝜆 ൅ 1ሻ 

𝐴 െ 3𝐸 ൌ ቀെ2 2
2 െ2

ቁ ⟹ ℎଵ ൌ ቀ1
1

ቁ ,    𝐴 ൅ 𝐸 ൌ ቀ2 2
2 2

ቁ ⟹ ℎଶ ൌ ቀ 1
െ1

ቁ 

𝑆 ൌ ቀ1 1
1 െ1

ቁ ,    𝐵 ൌ ቀ3 0
0 െ1

ቁ,    𝑒஻௧ ൌ ቀ𝑒ଷ௧ 0
0 𝑒ି௧ቁ,    𝑒஺௧ ൌ 𝑆𝑒஻௧𝑆ିଵ ൌ 



ൌ ቀ1 1
1 െ1

ቁ ቀ𝑒ଷ௧ 0
0 𝑒ି௧ቁ 𝑆ିଵ ൌ

1
2

ቀ1 1
1 െ1

ቁ ቀ𝑒ଷ௧ 𝑒ି௧

𝑒ଷ௧ െ𝑒ି௧ቁ ൌ
1
2

൬𝑒ଷ௧ ൅ 𝑒ି௧ 𝑒ଷ௧ െ 𝑒ି௧

𝑒ଷ௧ െ 𝑒ି௧ 𝑒ଷ௧ ൅ 𝑒ି௧൰ 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ

1
2

൬𝑒ଷ௧ ൅ 𝑒ି௧ 𝑒ଷ௧ െ 𝑒ି௧

𝑒ଷ௧ െ 𝑒ି௧ 𝑒ଷ௧ ൅ 𝑒ି௧൰ ൬
𝐶ଵ
𝐶ଶ

൰ . 

Найдем решение при условии 𝑥ሺ0ሻ ൌ 𝑦ሺ0ሻ ൌ 1: 

ቀ1
1

ቁ ൌ
1
2

ቀ2 0
0 2

ቁ ൬
𝐶ଵ
𝐶ଶ

൰ ⟺ ൬
𝐶ଵ
𝐶ଶ

൰ ൌ ቀ1
1

ቁ ⟺ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ቀ𝑒ଷ௧

𝑒ଷ௧ቁ. 

 

С 11.125. Решим систему 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑥 ൅ 𝑦

𝑦ሶ ൌ െ𝑥 െ 𝑦 ⟺ ൬
𝑥ሶ
𝑦ሶ൰ ൌ ቀ 1 1

െ1 െ1
ቁ ቀ

𝑥
𝑦ቁ. 

𝐴 ൌ ቀ 1 1
െ1 െ1

ቁ 

Заметим, что 

𝐴ଶ ൌ ቀ 1 1
െ1 െ1

ቁ ቀ 1 1
െ1 െ1

ቁ ൌ ቀ0 0
0 0

ቁ. 

Значит 

𝑒஺௧ ൌ 𝐸 ൅ 𝐴𝑡 ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ ൅ ቀ
𝑡 𝑡

െ𝑡 െ𝑡ቁ ൌ ቀ1 ൅ 𝑡 𝑡
െ𝑡 1 െ 𝑡

ቁ 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ቀ1 ൅ 𝑡 𝑡

െ𝑡 1 െ 𝑡
ቁ ൬

𝐶ଵ
𝐶ଶ

൰ . 

Найдем решение при условии 𝑥ሺ0ሻ ൌ 𝑦ሺ0ሻ ൌ 1: 

ቀ1
1

ቁ ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ ൬
𝐶ଵ
𝐶ଶ

൰ ⟺ ൬
𝐶ଵ
𝐶ଶ

൰ ൌ ቀ1
1

ቁ ⟺ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ቀ1 ൅ 2𝑡

1 െ 2𝑡
ቁ. 

 

С 11.127. Решим систему 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑥 ൅ 𝑦

𝑦ሶ ൌ െ5𝑥 െ 3𝑦 ⟺ ൬
𝑥ሶ
𝑦ሶ൰ ൌ ቀ 1 1

െ5 െ3
ቁ ቀ

𝑥
𝑦ቁ. 

𝐴 ൌ ቀ 1 1
െ5 െ3

ቁ,   detሺ𝐴 െ 𝜆𝐸ሻ ൌ 𝜆ଶ ൅ 2𝜆 ൅ 2 ൌ ሺ𝜆 ൅ 1ሻଶ ൅ 1 

𝐴 െ ሺെ1 േ 𝑖ሻ𝐸 ൌ ቀ2 ∓ 𝑖 1
െ5 െ2 ∓ 𝑖

ቁ ⟹ ℎ ൌ ቀ െ1
∓𝑖 ൅ 2

ቁ ,    𝑆 ൌ ቀ െ1 െ1
2 െ 𝑖 2 ൅ 𝑖

ቁ, 

𝐵 ൌ ቀെ1 ൅ 𝑖 0
0 െ1 െ 𝑖

ቁ,    𝑒஻௧ ൌ ൬𝑒ሺିଵା௜ሻ௧ 0
0 𝑒ሺିଵି௜ሻ௧൰ 

𝑒஺௧ ൌ 𝑆𝑒஻௧𝑆ିଵ ൌ ቀ െ1 െ1
െ𝑖 ൅ 2 𝑖 ൅ 2

ቁ ൬𝑒ሺିଵା௜ሻ௧ 0
0 𝑒ሺିଵି௜ሻ௧൰ 𝑆ିଵ ൌ 

ൌ െ
𝑒ି௧

2𝑖
൬ െ𝑒௜௧ െ𝑒ି௜௧

ሺ2 െ 𝑖ሻ𝑒௜௧ ሺ2 ൅ 𝑖ሻ𝑒ି௜௧൰ ቀ 2 ൅ 𝑖 1
െ2 ൅ 𝑖 െ1

ቁ ൌ 



ൌ െ
𝑒ି௧

2𝑖
൬

െሺ2 ൅ 𝑖ሻ𝑒௜௧ െ ሺെ2 ൅ 𝑖ሻ𝑒ି௜௧ െ𝑒௜௧ ൅ 𝑒ି௜௧

5𝑒௜௧ െ 5𝑒ି௜௧ ሺ2 െ 𝑖ሻ𝑒௜௧ െ ሺ2 ൅ 𝑖ሻ𝑒ି௜௧൰ ൌ 

ൌ െ
𝑒ି௧

2𝑖
ቀെ2𝑖 cos 𝑡 െ 4𝑖 sin 𝑡 െ2𝑖 sin 𝑡

10𝑖 sin 𝑡 െ2𝑖 cos 𝑡 ൅ 4𝑖 sin 𝑡
ቁ ൌ ቀcos 𝑡 ൅ 2 sin 𝑡 sin 𝑡

െ5 sin 𝑡 cos 𝑡 െ 2 sin 𝑡
ቁ 𝑒ି௧ 

ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ 𝑒ି௧ ቀcos 𝑡 ൅ 2 sin 𝑡 sin 𝑡

െ5 sin 𝑡 cos 𝑡 െ 2 sin 𝑡
ቁ ൬

𝐶ଵ
𝐶ଶ

൰ . 

При 𝑥ሺ0ሻ ൌ 𝑦ሺ0ሻ ൌ 1 

ቀ1
1

ቁ ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ ൬
𝐶ଵ
𝐶ଶ

൰ ⟺ ൬
𝐶ଵ
𝐶ଶ

൰ ൌ ቀ1
1

ቁ ⟺ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ൬

𝑒ି௧ሺcos 𝑡 ൅ 3 sin 𝑡ሻ
𝑒ି௧ሺcos 𝑡 െ 7 sin 𝑡ሻ

൰. 

 

Т 2. Решим задачу Коши �̅�ሶ ൌ 𝐴�̅�, �̅�ሺ0ሻ ൌ �̅�଴, где 𝑎 ∈ ℝ\ሼ0ሽ, �̅�଴ ∈ ℝଷ, �̅�ሺ𝑡ሻ ൌ ሺ𝑥ଵሺ𝑡ሻ 𝑥ଶሺ𝑡ሻ 𝑥ଷሺ𝑡ሻሻ் 

и 

𝐴 ൌ ൭
0 0 𝑎
0 0 𝑎
𝑎 െ𝑎 0

൱. 

Заметим, что 

𝐴ଶ ൌ ൭
𝑎ଶ െ𝑎ଶ 0
𝑎ଶ െ𝑎ଶ 0
0 0 0

൱,    𝐴ଷ ൌ ൭
0 0 0
0 0 0
0 0 0

൱ ⟹ 𝑒஺௧ ൌ 𝐸 ൅ 𝐴𝑡 ൅
𝐴ଶ𝑡ଶ

2
ൌ

⎝

⎜
⎛

1 ൅
𝑎ଶ𝑡ଶ

2
െ

𝑎ଶ𝑡ଶ

2
𝑎𝑡

𝑎ଶ𝑡ଶ

2
1 െ

𝑎ଶ𝑡ଶ

2
𝑎𝑡

𝑎𝑡 െ𝑎𝑡 1 ⎠

⎟
⎞

. 

Поскольку �̅�ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒஺௧�̅�, �̅� ∈ ℝଷ, то из условия �̅�ሺ0ሻ ൌ �̅�଴ получаем �̅�଴ ൌ �̅� и ответ: �̅� ൌ 𝑒஺௧�̅�଴ . 

 

Т 3. Докажем формулу det 𝑒஺ ൌ 𝑒୲୰ ஺. Пусть 𝐽 – нормальная жорданова форма матрицы 𝐴, причем 

𝐴 ൌ 𝑆𝐽𝑆ିଵ. Тогда из курса линейной алгебры известно, что tr 𝐴 ൌ tr 𝐽, и, следовательно, 𝑒୲୰ ஺ ൌ
𝑒୲୰ ௃. С другой стороны, det 𝑒஺ ൌ det 𝑆𝑒௃𝑆ିଵ ൌ det 𝑆 det 𝑒௃ det 𝑆ିଵ ൌ det 𝑒௃. Значит наша задача 

эквивалентна доказательству формулы det 𝑒௃ ൌ 𝑒୲୰ ௃. Пусть 𝜆ଵ, … , 𝜆௡ – собственные числа матрицы 

𝐴 с соответствующими кратностями 𝑘ଵ, … , 𝑘௡. Тогда tr 𝐽 ൌ 𝜆ଵ𝑘ଵ ൅ ⋯ ൅ 𝜆௡𝑘௡. Также, матрица 𝑒௃ – 

верхняя треугольная, значит ее определитель равен произведению чисел главной диагонали, т.е. 

det 𝑒௃ ൌ 𝑒ఒభ ⋅ … ⋅ 𝑒ఒభᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௞భ

⋅ … ⋅ 𝑒ఒ೙ ⋅ … ⋅ 𝑒ఒ೙ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௞೙

ൌ 𝑒ఒభ௞భା⋯ାఒ೙௞೙. Итак, равенство доказано. 

 

С 8.172. Решим задачу Коши уравнения 

𝑦ᇱᇱ െ 3𝑦ᇱ ൅ 2𝑦 ൌ 𝑒ି௧ 

при условии 𝑦ሺ0ሻ ൌ 0, 𝑦ᇱሺ0ሻ ൌ 1. При преобразовании Лапласа 𝑦ሺ𝑡ሻ ⟼ 𝑦෤ሺ𝑝ሻ, 𝑦ᇱሺ𝑡ሻ ⟼ 𝑝𝑦෤ሺ𝑝ሻ, 

𝑦ᇱᇱሺ𝑡ሻ ⟼ 𝑝ଶ𝑦෤ሺ𝑝ሻ െ 1, 𝑒ି௧ ⟼ ሺ𝑝 ൅ 1ሻିଵ наше уравнение переходит в 

𝑝ଶ𝑦෤ െ 1 െ 3𝑝𝑦෤ ൅ 2𝑦෤ ൌ
1

𝑝 ൅ 1
 



𝑦෤ ൌ
𝑝 ൅ 2

ሺ𝑝 ൅ 1ሻሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ
ൌ

𝐴
𝑝 ൅ 1

൅
𝐵

𝑝 െ 1
൅

𝐶
𝑝 െ 2

ൌ 

ൌ
𝐴ሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ ൅ 𝐵ሺ𝑝 ൅ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ ൅ 𝐶ሺ𝑝 ൅ 1ሻሺ𝑝 െ 1ሻ

ሺ𝑝 ൅ 1ሻሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ
. 

Многочлены в знаменателях равны, поэтому подставив в них значения 𝑝 ൌ െ1, 1, 2 находим 

𝐴 ൌ
1
6

,    𝐵 ൌ െ
3
2

,    𝐶 ൌ
4
3

. 

При обратном преобразовании Лапласа 

1
𝑝 ൅ 1

⟼ 𝑒ି௧ ,   
1

𝑝 െ 1
⟼ 𝑒௧ ,   

1
𝑝 െ 2

⟼ 𝑒ଶ௧ 

𝑦 ൌ
1
6

𝑒ି௧ െ
3
2

𝑒௧ ൅
4
3

𝑒ଶ௧ . 

 

С 11.196. Решим задачу Коши системы 

൜
𝑥ሶ ൌ െ𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑒ଶ௧

𝑦ሶ ൌ 2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑒ଶ௧ 

при условии 𝑥ሺ0ሻ ൌ 𝑦ሺ0ሻ ൌ 1. Если при преобразовании Лапласа 𝑥ሺ𝑡ሻ ⟼ 𝑥෤ሺ𝑝ሻ, 𝑦ሺ𝑡ሻ ⟼ 𝑦෤ሺ𝑝ሻ, то 

𝑥ሶሺ𝑡ሻ ⟼ 𝑝𝑥෤ሺ𝑝ሻ െ 1, 𝑦ሶሺ𝑡ሻ ⟼ 𝑝𝑦෤ሺ𝑝ሻ െ 1, также 𝑒ଶ௧ ⟼ ሺ𝑝 െ 2ሻିଵ. Тогда наша система эквивалентна 

⎩
⎨

⎧ 𝑝𝑥෤ െ 1 ൌ െ𝑥෤ െ 𝑦෤ ൅
1

𝑝 െ 2

𝑝𝑦෤ െ 1 ൌ 2𝑥෤ ൅ 2𝑦෤ ൅
2

𝑝 െ 2

⟺

⎩
⎨

⎧ ሺ𝑝 ൅ 1ሻ𝑥෤ ൅ 𝑦෤ ൌ
𝑝 െ 1
𝑝 െ 2

2𝑥෤ ൅ ሺ2 െ 𝑝ሻ𝑦෤ ൌ െ
𝑝

𝑝 െ 2

 

Δ ൌ ฬ
𝑝 ൅ 1 1

2 2 െ 𝑝ฬ ൌ 𝑝ሺ1 െ 𝑝ሻ 

Δଵ ൌ ተ

𝑝 െ 1
𝑝 െ 2

1

𝑝
2 െ 𝑝

2 െ 𝑝
ተ ൌ 1 െ 𝑝 ൅

𝑝
𝑝 െ 2

ൌ
𝑝ଶ െ 4𝑝 ൅ 2

2 െ 𝑝
 

Δଶ ൌ ተ
𝑝 ൅ 1

𝑝 െ 1
𝑝 െ 2

2
𝑝

2 െ 𝑝

ተ ൌ
𝑝ሺ𝑝 ൅ 1ሻ

2 െ 𝑝
൅

2ሺ𝑝 െ 1ሻ
2 െ 𝑝

ൌ
𝑝ଶ ൅ 3𝑝 െ 2

2 െ 𝑝
 

Применяя правилу Крамера и метод неопределенных коэффициентов находим 

𝑥෤ ൌ
Δଵ

Δ
ൌ

𝑝ଶ െ 4𝑝 ൅ 2
𝑝ሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ

ൌ
𝐴
𝑝

൅
𝐵

𝑝 െ 1
൅

𝐶
𝑝 െ 2

ൌ
𝐴ሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ ൅ 𝐵𝑝ሺ𝑝 െ 2ሻ ൅ 𝐶𝑝ሺ𝑝 െ 1ሻ

𝑝ሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ
 

𝐴 ൌ 1,    𝐵 ൌ 1,    𝐶 ൌ െ1. 

При обратном преобразовании Лапласа 

1
𝑝

⟼ 1,   
1

𝑝 െ 1
⟼ 𝑒௧ ,    

െ1
𝑝 െ 2

⟼ െ𝑒ଶ௧ 



𝑥 ൌ 1 ൅ 𝑒௧ െ 𝑒ଶ௧ . 

Аналогично 

𝑦෤ ൌ
Δଶ

Δ
ൌ

𝑝ଶ ൅ 3𝑝 െ 2
𝑝ሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ

ൌ
𝐷
𝑝

൅
𝐸

𝑝 െ 1
൅

𝐹
𝑝 െ 2

ൌ
𝐷ሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ ൅ 𝐸𝑝ሺ𝑝 െ 2ሻ ൅ 𝐹𝑝ሺ𝑝 െ 1ሻ

𝑝ሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 2ሻ
 

𝐷 ൌ െ1,    𝐸 ൌ െ2,    𝐹 ൌ 4 

𝑦 ൌ െ1 െ 2𝑒௧ ൅ 4𝑒ଶ௧ . 



I. Задача Коши. 

Р 5.26 (а) 𝑦ᇱ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଷ. Правая часть непрерывна, ее производная 3𝑦ଶ по 𝑦 непрерывна, значит для любой 
точки ሺ𝑥଴, 𝑦଴ሻ существует единственное решение этого уравнения, проходящее через ሺ𝑥଴, 𝑦଴ሻ. 

(б) 𝑦ᇱᇱ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଷ. По теореме существования и единственности касание двух интегральных кривых решений 
данного уравнения невозможно, поскольку каждая тройка ሺ𝑥଴, 𝑦଴, 𝑦଴

ᇱ ሻ определяет единственное решение. 

(в) 𝑦ᇱᇱᇱ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଷ. Теорема существования и единственности не запрещает двум интегральным кривым 
решений данного уравнения касаться, поскольку теорема только гарантирует единственность решения, 
проходящего через ሺ𝑥଴, 𝑦଴, 𝑦଴

ᇱ , 𝑦଴
ᇱᇱሻ. 

Р 5.28 (а) 𝑦ሺ௡ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ,    𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ,
డ௙ሺ௫,௬ሻ

డ௬
∈ 𝐶൫ℝ௫௬

ଶ ൯.    𝑦ଵ ൌ 𝑥,    𝑦ଶ ൌ 𝑥 ൅ 𝑥ଶ 

Поскольку графики функций 𝑦ଵ и 𝑦ଶ пересекаются в точке ሺ0, 0ሻ и имеют общую касательную, то по теореме 
существования и единственности при 𝑛 ൏ 3 исходное уравнение имеет единственное решение при данных 
начальных условиях. Значит при 𝑛 ൒ 3 теорема о существования и единственности не запрещает исходному 
уравнению иметь две данные решения. 

Р 6.36. Решим 2𝑥𝑦ଶ𝑦ᇱଶ െ 𝑦ଷ𝑦ᇱ ൅ 1 ൌ 0. Заменим 𝑝 ൌ 𝑦ᇱ, тогда 𝑑𝑦 ൌ 𝑝𝑑𝑥, 2𝑥𝑦ଶ𝑝ଶ െ 𝑦ଷ𝑝 ൅ 1 ൌ 0 

𝑥 ൌ
𝑦ଷ𝑝 െ 1
2𝑦ଶ𝑝ଶ  

𝑑𝑥 ൌ
2𝑦ଶ𝑝ଶሺ3𝑦ଶ𝑝𝑑𝑥 ൅ 𝑦ଷ𝑑𝑝ሻ െ 2ሺ𝑦ଷ𝑝 െ 1ሻሺ2𝑦𝑝ଶ𝑑𝑥 ൅ 2𝑦ଶ𝑝𝑑𝑝ሻ

4𝑦ସ𝑝ସ  

2𝑦ସ𝑝ସ𝑑𝑥 ൌ 𝑦ଶ𝑝ଶሺ3𝑦ଶ𝑝ଶ𝑑𝑥 ൅ 𝑦ଷ𝑑𝑝ሻ െ ሺ𝑦ଷ𝑝 െ 1ሻሺ2𝑦𝑝ଷ𝑑𝑥 ൅ 2𝑦ଶ𝑝𝑑𝑝ሻ 

ሺെ𝑦ସ𝑝ସ ൅ 2𝑦𝑝ଷሻ𝑑𝑥 ൅ ሺെ𝑦ହ𝑝ଶ ൅ 2𝑦ଶ𝑝ሻ𝑑𝑝 ൌ 0 

𝑦𝑝ሺ2 െ 𝑦ଷ𝑝ሻሺ𝑝ଶ𝑑𝑥 ൅ 𝑦𝑑𝑝ሻ ൌ 0 

𝑝 ൌ 0 ⟹ 𝑦 ൌ 𝐶 → 2𝑥𝐶ଶ ⋅ 0 െ 𝐶ଷ ⋅ 0 ൅ 1 ൌ 0 — нет решений; 

𝑦ଷ𝑝 ൌ 2 ⟺ 𝑦ଷ𝑑𝑦 ൌ 2𝑑𝑥 ⟺
𝑦ସ

4
ൌ 2𝑥 ൅ 𝐶 



→ ቆ
𝑦ସ

4
െ 𝐶ቇ 𝑦ଶ ⋅

4
𝑦଺ െ 𝑦ଷ ⋅

2
𝑦ଷ ൅ 1 ൌ 0 → 𝐶 ൌ 0,

𝑦ସ

4
ൌ 2𝑥  

𝑝ଶ𝑑𝑥 ൅ 𝑦𝑑𝑝 ⟺ 𝑝𝑑𝑦 ൅ 𝑦𝑑𝑝 ൌ 0 ⟺ 𝑦𝑝 ൌ 𝐶 ⟺ 𝑦𝑑𝑦 ൌ 𝐶𝑑𝑥 ⟺
𝑦ଶ

2
ൌ 𝐶𝑥 ൅ 𝐶ଵ 

𝑝 ൌ
𝐶
𝑦

, 𝑥 ൌ ቆ
𝑦ଶ

2
െ 𝐶ଵቇ

1
𝐶

→
2
𝐶

ቆ
𝑦ଶ

2
െ 𝐶ଵቇ 𝑦ଶ ⋅

𝐶ଶ

𝑦ଶ െ 𝑦ଷ ⋅
𝐶
𝑦

൅ 1 ൌ 0 → 𝐶ଵ ൌ
1

2𝐶
,

𝑦ଶ

2
ൌ 𝐶𝑥 ൅

1
2𝐶

. 

Дифференцируя последнее уравнение по 𝐶 находим особое решение: 

0 ൌ 𝑥 െ
1

2𝐶ଶ →
𝑦ଶ

2
ൌ

1

√2𝑥
𝑥 ൅

1
2

√2𝑥 →
𝑦ସ

4
ൌ 2𝑥 . 

Р 6.49. Решим 𝑦ᇱ െ ln 𝑦ᇱ ൌ 𝑦 െ 𝑥. После замены 𝑝 ൌ 𝑦ᇱ имеем 𝑝 െ ln 𝑝 ൌ 𝑦 െ 𝑥, 𝑑𝑝 െ
ଵ

௣
𝑑𝑝 ൌ 𝑑𝑦 െ 𝑑𝑥 и 𝑑𝑦 ൌ

𝑝𝑑𝑥. Значит 

𝑝 െ 1
𝑝

𝑑𝑝 ൌ 𝑝𝑑𝑥 െ 𝑑𝑥  ⟺   ሺ𝑝 െ 1ሻ ൬
𝑑𝑝
𝑝

െ 𝑑𝑥൰ ൌ 0. 

При 𝑝 ൌ 1 имеем 𝑦ᇱ ൌ 1 ⟹ 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 𝐶. Подставив это в исходное уравнение получаем 1 ൌ 𝐶, 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 1 . В 

противном случае 

𝑑𝑝
𝑝

ൌ 𝑑𝑥 ⟺ ln 𝑝 ൌ 𝑥 ൅ 𝐶 ⟺ 𝑝 ൌ 𝑒௫ା஼  ⟹ 𝑦 ൌ 𝑒௫ା஼ ൅ 𝐶ଵ. 

Подставив 𝑦 в исходное уравнение, найдем 𝑒௫ା஼ െ 𝑥 െ 𝐶 ൌ 𝑒௫ା஼ ൅ 𝐶ଵ െ 𝑥 ⟺ 𝐶ଵ ൌ െ𝐶, 𝑦 ൌ 𝑒௫ା஼ െ 𝐶 . 

Найдем особые решения: 1 െ
ଵ

௣
ൌ 0, 𝑝 ൌ 1 ⟹ 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 1. 

Ф 1065. 𝑦ᇱ ൌ 2𝑥 ൅ 𝜇𝑦ଶ, 𝑦ሺ0ሻ ൌ 𝜇 െ 1. Найдем 
డ௬

డఓ
ቚ
ఓୀ଴

. Если 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑥, 𝜇ሻ решение задачи, то дифференцируя 

по параметру 𝜇 имеем 

⎩
⎨

⎧
𝜕𝑢ሺ𝑥, 𝜇ሻ

𝜕𝑥
ൌ 𝑦ଶሺ𝑥, 𝜇ሻ ൅ 2𝜇𝑦ሺ𝑥, 𝜇ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝜇ሻ

𝑢ሺ0, 𝜇ሻ ൌ 1,        𝑢ሺ𝑥, 𝜇ሻ ൌ
𝜕𝑦ሺ𝑥, 𝜇ሻ

𝜕𝜇

. 

Пологая 𝜇 ൌ 0 получаем систему 



ቐ
𝜕𝑢ሺ𝑥, 0ሻ

𝜕𝑥
ൌ 𝑦ଶሺ𝑥, 0ሻ

𝑢ሺ0, 0ሻ ൌ 1
,        ሺ∗ሻ 

где 𝑦ሺ𝑥, 0ሻ — решение задачи 𝑦ᇱሺ𝑥, 0ሻ ൌ 2𝑥, 𝑦ሺ0, 0ሻ ൌ െ1. Очевидно, 𝑦ሺ𝑥, 0ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 1. Значит система ሺ∗ሻ 
принимает вид 

ቐ
𝜕𝑢ሺ𝑥, 0ሻ

𝜕𝑥
ൌ 𝑥ସ െ 2𝑥ଶ ൅ 1

𝑢ሺ0, 0ሻ ൌ 1
. 

Отсюда находим 

𝜕𝑦
𝜕𝜇

ฬ
ఓୀ଴

ൌ 𝑢ሺ𝑥, 0ሻ ൌ
𝑥ହ

5
െ

2
3

𝑥ଷ ൅ 𝑥 ൅ 1. 

Ф 1066. 𝑦ᇱ ൌ 𝑦 ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑥𝑦ଷ, 𝑦ሺ2ሻ ൌ 𝑦଴. Найдем 
డ௬

డ௬బ
ቚ
௬బୀ଴

. Если 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑥, 𝑦଴ሻ решение задачи, то 

дифференцируя по параметру 𝑦଴ имеем 

⎩
⎨

⎧
𝜕𝑢ሺ𝑥, 𝑦଴ሻ

𝜕𝑥
ൌ 𝑢ሺ𝑥, 𝑦଴ሻ ൅ 2𝑦ሺ𝑥, 𝑦଴ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑦଴ሻ ൅ 3𝑥𝑦ଶሺ𝑥, 𝑦଴ሻ𝑢ሺ𝑥, 𝑦଴ሻ

𝑢ሺ2, 𝑦଴ሻ ൌ 1,        𝑢ሺ𝑥, 𝑦଴ሻ ൌ
𝜕𝑦ሺ𝑥, 𝑦଴ሻ

𝜕𝑦଴

. 

Пологая 𝑦଴ ൌ 0 получаем систему 

ቐ
𝜕𝑢ሺ𝑥, 0ሻ

𝜕𝑥
ൌ 𝑢ሺ𝑥, 0ሻ ൅ 2𝑦ሺ𝑥, 0ሻ𝑢ሺ𝑥, 0ሻ ൅ 3𝑥𝑦ଶሺ𝑥, 0ሻ𝑢ሺ𝑥, 0ሻ

𝑢ሺ2, 0ሻ ൌ 1
,        ሺ∗ሻ 

где 𝑦ሺ𝑥, 0ሻ — существующее и единственное решение задачи 

𝑦ᇱሺ𝑥, 0ሻ ൌ 𝑦ሺ𝑥, 0ሻ ൅ 𝑦ଶሺ𝑥, 0ሻ ൅ 𝑥𝑦ଷሺ𝑥, 0ሻ,        𝑦ሺ2, 0ሻ ൌ 0. 

Понятно, что 𝑦ሺ𝑥, 0ሻ ≡ 0. Значит система ሺ∗ሻ принимает вид 

ቐ
𝜕𝑢ሺ𝑥, 0ሻ

𝜕𝑥
ൌ 𝑢ሺ𝑥, 0ሻ

𝑢ሺ2, 0ሻ ൌ 1
. 

Отсюда находим 
డ௬

డ௬బ
ቚ

௬బୀ଴
ൌ 𝑢ሺ𝑥, 0ሻ ൌ 𝑒௫ିଶ. 

Ф 1067. 
ௗ௫

ௗ௧
ൌ

௫

௧
൅ 𝜇𝑡𝑒ି௫, 𝑥ሺ1ሻ ൌ 1. Найдем 

డ௫

డఓ
ቚ

ఓୀ଴
. Если 𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑡, 𝜇ሻ решение задачи, то дифференцируя по 

параметру 𝜇 имеем 

⎩
⎨

⎧
𝜕𝑢ሺ𝑡, 𝜇ሻ

𝜕𝑡
ൌ

𝑢ሺ𝑡, 𝜇ሻ

𝑡
൅ 𝑡𝑒ି௫ሺ௧,ఓሻ െ 𝜇𝑡𝑒ି௫ሺ௧,ఓሻ𝑢ሺ𝑡, 𝜇ሻ

𝑢ሺ1, 𝜇ሻ ൌ 0,        𝑢ሺ𝑡, 𝜇ሻ ൌ
𝜕𝑢ሺ𝑡, 𝜇ሻ

𝜕𝜇

. 

Пологая 𝜇 ൌ 0 получаем систему 

ቐ
𝜕𝑢ሺ𝑡, 0ሻ

𝜕𝑡
ൌ

𝑢ሺ𝑡, 0ሻ
𝑡

൅ 𝑡𝑒ି௫ሺ௧,଴ሻ

𝑢ሺ1, 0ሻ ൌ 0
,        ሺ∗ሻ 

где 𝑥ሺ𝑡, 0ሻ решение задачи 



𝑑𝑥ሺ𝑡, 0ሻ
𝑑𝑡

ൌ
𝑥ሺ𝑡, 0ሻ

𝑡
,         𝑥ሺ1, 0ሻ ൌ 1. 

Очевидно, 𝑥ሺ𝑡, 0ሻ ൌ 𝑡. Значит система ሺ∗ሻ принимает вид 

ቐ
𝜕𝑢ሺ𝑡, 0ሻ

𝜕𝑡
ൌ

𝑢ሺ𝑡, 0ሻ
𝑡

൅ 𝑡𝑒ି௧

𝑢ሺ1, 0ሻ ൌ 0
. 

𝑢ሶ ൌ
𝑢
𝑡

൅ 𝑡𝑒ି௧,        𝑢 ൌ 𝐶ሺ𝑡ሻ𝑡,        𝐶ᇱ𝑡 ൌ 𝑡𝑒ି௧,        𝐶ሺ𝑡ሻ ൌ െ𝑒ି௧,        𝑢 ൌ 𝑡ሺെ𝑒ି௧ ൅ 𝐶ଵሻ,        𝐶ଵ ൌ 𝑒ିଵ 

откуда находим 

𝜕𝑥
𝜕𝜇

ฬ
ఓୀ଴

ൌ 𝑢ሺ𝑥, 0ሻ ൌ 𝑡ሺ𝑒ିଵ െ 𝑒ି௧ሻ. 

Т 1. Докажем, что при 𝛼 ൐ 1 любое нетривиальное решение 𝑦ᇱ ൌ |𝑦|ఈ не может быть продолжено на 
бесконечный интервал ሺെ∞, ൅∞ሻ. Рассмотрим верхнюю полуплоскость 𝑦 ൐ 0. Заметим, что при 𝛼 ൐ 1 
правая часть уравнения 𝑦ᇱ ൌ |𝑦|ఈ удовлетворяет условию Липшица по 𝑦. Значит, по теореме существования 
и единственности его решения не пересекаются. Так как 𝑦 ൌ 0 решение, то для любого другого решения 
верно, что оно либо целиком лежит в полуплоскости 𝑦 ൐ 0, либо в полуплоскости 𝑦 ൏ 0. В верхней 
полуплоскости имеем 

𝑦ᇱ ൌ 𝑦ఈ,   𝑦ିఈ𝑑𝑦 ൌ 𝑑𝑥,   
𝑦ିఈାଵ

െ𝛼 ൅ 1
ൌ 𝑥 ൅ 𝐶,    𝑦 ൌ ሾሺ1 െ 𝛼ሻሺ𝑥 ൅ 𝐶ሻሿ

ଵ
ଵିఈ. 

При 𝑥 ൌ 𝐶 это решение имеет асимптоту, а значит не может быть продолжено на ሺെ∞, ൅∞ሻ. В нижней 
полуплоскости все аналогично. 

Т 2. Рассмотрим уравнение 𝑝ଶ െ ሺ𝑦 ൅ 1ሻ𝑝 ൅ 𝑦 ൌ 0, где 𝑝 ൌ 𝑦ᇱ. Находим дискриминантную кривую: 2𝑝 െ
ሺ𝑦 ൅ 1ሻ ൌ 0 ∧ ሺ𝑝 െ 1ሻሺ𝑝 െ 𝑦ሻ ൌ 0 → 𝑦 ൌ 1. Решим уравнение: 

𝑝 െ 1 ൌ 0 → 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 𝐶ଵ,    𝑝 െ 𝑦 ൌ 0 → 𝑦 ൌ 𝐶ଶ𝑒௫. 

Дискриминантная кривая 𝑦 ൌ 1 — множество точек, в которых линии семейства 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 𝐶ଵ касаются линиям 
семейства 𝑦 ൌ 𝐶ଶ𝑒௫. Действительно, для кривых первого семейства имеем 𝑦ᇱ ≡ 1, а для кривых второго 
семейства в точках касания — 𝑦 ൌ 𝐶ଶ𝑒௫ ൌ ሺ𝐶ଶ𝑒௫ሻᇱ ൌ 𝑦ᇱ ൌ 1. 

Заметим, что решения данного уравнения, это не только кривые 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 𝐶ଵ, 𝑦 ൌ 𝐶ଶ𝑒௫, но и кривые, 
составленные из двух кусков этих прямых. Важно, чтобы точка соединения этих линий лежала на 
дискриминантной кривой 𝑦 ൌ 1, т.к. только в таком случае функция 

𝑦 ൌ ൜
𝑥 ൅ 𝐶ଵ, 𝑥 ൏ 𝑥଴
𝐶ଶ𝑒௫, 𝑥 ൒ 𝑥଴

 

будет дифференцируемой. Решим краевую задачу 

൜
𝑝ଶ െ ሺ𝑦 ൅ 1ሻ𝑝 ൅ 𝑦 ൌ 0

𝑦ሺ0ሻ ൌ 0, 𝑦ሺ2ሻ ൌ 𝑒
. 

Поскольку никакая функция из семейств 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 𝐶ଵ, 𝑦 ൌ 𝐶ଶ𝑒௫ не является решением задачи, то нужно 
рассмотреть “составное” решение. Если сначала идет 𝑦 ൌ 𝐶ଶ𝑒௫, то из условия 𝑦ሺ0ሻ ൌ 0 получаем 𝐶ଶ ൌ 0 и 
𝑦 ≡ 0, а значит условие 𝑦ሺ2ሻ ൌ 𝑒 не выполняется. Значит, сначала идем по прямой 𝑦 ൌ 𝑥 (𝐶ଵ ൌ 0 из условия 
𝑦ሺ0ሻ ൌ 0), доходим до прямой 𝑦 ൌ 1 (в 𝑥 ൌ 1) и “пересаживаемся” на кривую 𝐶ଶ𝑒௫, где ሺ𝐶ଶ𝑒௫ሻᇱ ൌ 1 в точке 
𝑥 ൌ 1. Получаем 𝐶ଶ𝑒 ൌ 1, 𝐶ଶ ൌ 𝑒ିଵ и 

𝑦 ൌ ൜
𝑥, 𝑥 ൑ 1

𝑒௫ିଵ, 𝑥 ൐ 1
, 

при этом условие 𝑦ሺ2ሻ ൌ 𝑒 выполнено. 



II. Линейные уравнения с переменными коэффициентами. 

Ф 649. Докажем, что функции 𝑥, 𝑒௫, 𝑥𝑒௫ — ЛНЗ на ሺെ∞, ൅∞ሻ. Предположим противное. Тогда ∃𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ଷ ∈
ℝ, 𝐶ଵ

ଶ ൅ 𝐶ଶ
ଶ ൅ 𝐶ଷ

ଶ ് 0 такие, что 𝐶ଵ𝑥 ൅ 𝐶ଶ𝑒௫ ൅ 𝐶ଷ𝑥𝑒௫ ≡ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ. Подставив 𝑥 ൌ 0 получаем 𝐶ଶ ൌ 0. Значит 
𝐶ଵ𝑥 ൅ 𝐶ଷ𝑥𝑒௫ ≡ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ и 𝐶ଵ ൅ 𝐶ଷ𝑒௫ ≡ 0 ∀𝑥 ് 0, которое невозможно. Значит функции 𝑥, 𝑒௫, 𝑥𝑒௫ линейно 
независимы. 

Ф 664. Если для детерминанта Вронского 𝑊ሺ𝑥ሻ функций 𝑦ଵ, … , 𝑦௡ известно, что 𝑊ሺ𝑥଴ሻ ൌ 0, 𝑊ሺ𝑥ଵሻ ് 0. То 
эти функции ЛНЗ. Действительно, в противном случае имели бы, что в произвольной точке 𝑊ሺ𝑥ሻ ൌ 0, что 
противоречило бы условию 𝑊ሺ𝑥ଵሻ ് 0. 

Ф 668. Докажем, что два решения 𝑦ଵሺ𝑥ሻ и 𝑦ଶሺ𝑥ሻ уравнения 𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑝ሺ𝑥ሻ𝑦ᇱ ൅ 𝑞ሺ𝑥ሻ𝑦 ൌ 0 (с непрерывными 
коэффициентами), имеющие максимум при одном и том же значении 𝑥଴, линейно зависимы. Действительно, 
берем числа 𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ଵ

ଶ ൅ 𝐶ଶ
ଶ ് 0 так, чтобы 

𝐶ଵ𝑦ଵሺ𝑥଴ሻ ൅ 𝐶ଶ𝑦ଶሺ𝑥଴ሻ ൌ 0. 

С другой стороны, по условию 

𝐶ଵ𝑦ଵ
ᇱ ሺ𝑥଴ሻ ൅ 𝐶ଶ𝑦ଶ

ᇱ ሺ𝑥଴ሻ ൌ 0. 

Значит, функция 𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐶ଵ𝑦ଵሺ𝑥଴ሻ ൅ 𝐶ଶ𝑦ଶሺ𝑥଴ሻ удовлетворяет начальным условиям 𝑦ሺ𝑥଴ሻ ൌ 0, 𝑦ᇱሺ𝑥଴ሻ ൌ 0 
задачи Коши 

𝑦ᇱᇱ ൌ െ𝑝ሺ𝑥ሻ𝑦ᇱ ൅ 𝑞ሺ𝑥ሻ,    𝑦ሺ𝑥଴ሻ ൌ 0,    𝑦ᇱሺ𝑥଴ሻ ൌ 0, 

которое имеет единственное решение в силу непрерывности функций 𝑝ሺ𝑥ሻ и 𝑞ሺ𝑥ሻ. Этим решением является 
функция 𝑦 ൌ 0. Значит 𝐶ଵ𝑦ଵሺ𝑥ሻ ൅ 𝐶ଶ𝑦ଶሺ𝑥ሻ ൌ 0 ∀𝑥, что и нужно было доказать. 

Ф 673. Выясним, линейное однородное уравнения какого порядка может иметь на ሺ0, 1ሻ четыре частных 
решения: 𝑦ଵ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 2, 𝑦ଶ ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ, 𝑦ଷ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 1, 𝑦ସ ൌ 1 െ 𝑥. Заметим, что 

𝑦ଵ ൅ 𝐴𝑦ଶ ൅ ሺെ1 െ 𝐴ሻ𝑦ଷ ൅ ሺെ3 െ 5𝐴ሻ𝑦ସ ൌ 0 ∀𝐴 ∈ ℝ. 

Значит искомая степень уравнения не больше 2. Но 

𝑊ሾ𝑦ଷ, 𝑦ସሿ ൌ ฬ𝑥
ଶ ൅ 𝑥 െ 1 1 െ 𝑥
2𝑥 ൅ 1 െ1

ฬ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥 ≢ 0. 

Значит степень также не меньше 2. В качестве уравнения можно взять 

ቮ
𝑦 𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 1 1 െ 𝑥
𝑦ᇱ 2𝑥 ൅ 1 െ1
𝑦ᇱᇱ 2 0

ቮ ൌ 0 

ሺ𝑥ଶ െ 2𝑥ሻ𝑦ᇱᇱ ൅ 2ሺ1 െ 𝑥ሻ𝑦ᇱ ൅ 2𝑦 ൌ 0. 

Ф 678. Составим линейное однородное дифференциальное уравнение возможно меньшего порядка, 
имеющее частные решения 𝑒௫, sh 𝑥, ch 𝑥. Очевидно, эти функции ЛЗ. Значит степень искомого уравнения не 
больше 2. С другой стороны 

𝑊ሾsh 𝑥 , ch 𝑥ሿ ൌ ቚsh 𝑥 ch 𝑥
ch 𝑥 sh 𝑥

ቚ ൌ െ1 ് 0. 

Т.е. степень уравнения не меньше 2. В качестве уравнения можно брать 

ቮ
𝑦 sh 𝑥 ch 𝑥
𝑦ᇱ ch 𝑥 sh 𝑥
𝑦ᇱᇱ sh 𝑥 ch 𝑥

ቮ ൌ 0 ⟺ 𝑦ᇱᇱ െ 𝑦 ൌ 0 . 

Р 9.10. Решим уравнение 

2𝑥𝑦ᇱᇱ ൅ ሺ4𝑥 ൅ 1ሻ𝑦ᇱ ൅ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ𝑦 ൌ 𝑒ି௫, 𝑥 ൐ 0. 



Ищем частное решение однородного уравнения в виде 𝑦 ൌ 𝑒ఈ௫: 

2𝑥𝛼ଶ𝑒ఈ௫ ൅ ሺ4𝑥 ൅ 1ሻ𝛼𝑒ఈ௫ ൅ ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ𝑒ఈ௫ ൌ 0 

ሺ2𝛼ଶ ൅ 4𝛼 ൅ 2ሻ𝑥 ൅ 𝛼 ൅ 1 ൌ 0. 

𝛼 ൌ െ1, очевидно, удовлетворяет последнему уравнению. Значит 𝑦ଵ ൌ 𝑒ି௫ частное решение однородного 
уравнения. По формуле Лиувилля-Остроградского 

ฬ
𝑒ି௫ 𝑦

െ𝑒ି௫ 𝑦ᇱฬ ൌ 𝐶ଵ𝑒ି ׬
ସ௫ାଵ

ଶ௫ ௗ௫ ⟺ 𝑦ᇱ𝑒ି௫ ൅ 𝑦𝑒ି௫ ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଶ௫ି
ଵ
ଶ ୪୬ ௫ା஼మ 

𝑦ᇱ𝑒ି௫ ൅ 𝑦𝑒ି௫ ൌ 𝐶଴
𝑒ିଶ௫

√𝑥
⟺ 𝑦ᇱ ൅ 𝑦 ൌ 𝐶଴

𝑒ି௫

√𝑥
. 

𝑦ᇱ ൅ 𝑦 ൌ 0 ⟺ 𝑦 ൌ 𝐶𝑒ି௫ 

𝑦 ൌ 𝐶ሺ𝑥ሻ𝑒ି௫,    𝐶ᇱ𝑒ି௫ െ 𝐶𝑒ି௫ ൅ 𝐶𝑒ି௫ ൌ 𝐶଴
𝑒ି௫

√𝑥
 

𝐶ᇱ ൌ
𝐶଴

√𝑥
,    𝐶 ൌ 2𝐶଴√𝑥 ൅ 𝐶ଵ,    𝑦 ൌ 2𝐶଴√𝑥𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଵ𝑒ି௫, 2𝐶଴ → 𝐶ଶ 

ቐ
𝐶ଵ

ᇱ𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ√𝑥𝑒ି௫ ൌ 0

െ𝐶ଵ
ᇱ𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଶ

ᇱ ൬
1

2√𝑥
െ √𝑥൰ 𝑒ି௫ ൌ

𝑒ି௫

2𝑥
 

𝐶ଶ
ᇱ𝑒ି௫

2√𝑥
ൌ

𝑒ି௫

2𝑥
,    𝐶ଶ

ᇱ ൌ
1

√𝑥
,    𝐶ଶ ൌ 2√𝑥 ൅ 𝐶ଶ෪ 

𝐶ଵ
ᇱ ൌ െ1,    𝐶ଵ ൌ െ𝑥 ൅ 𝐶ଵ෪ 

𝑦 ൌ 𝑒ି௫൫𝑥 ൅ 𝐶ଵ෪ ൅ 𝐶ଶ෪√𝑥൯ . 

Р 9.31. Решим уравнение 

ሺln 𝑥ሻ𝑦ᇱᇱ െ
1
𝑥

𝑦ᇱ ൅
1

𝑥ଶ 𝑦 ൌ lnଶ 𝑥. 

В качестве частного решения однородного уравнения возьмем 𝑦ଵ ൌ 𝑥. 

ቚ
𝑥 𝑦
1 𝑦ᇱቚ ൌ 𝐶𝑒׬

ଵ
௫ ୪୬ ௫ௗ௫ ⟺ 𝑦ᇱ𝑥 െ 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑒୪୬ ୪୬ ௫ ൌ 𝐶ଵ ln 𝑥 

𝑦ᇱ𝑥 െ 𝑦 ൌ 0,   𝑦 ൌ 𝐶𝑥 

𝐶ᇱ𝑥ଶ ൌ 𝐶ଵ ln 𝑥 ,    𝐶 ൌ 𝐶ଵ න
ln 𝑥
𝑥ଶ 𝑑𝑥 ൌ 𝐶ଵ න ൬

1
𝑥ଶ ൅

ln 𝑥 െ 1
𝑥ଶ ൰ 𝑑𝑥 ൌ 𝐶ଵ ൬െ

1
𝑥

െ
ln 𝑥

𝑥
൰ ൅ 𝐶ଶ 

𝑦 ൌ 𝐶ଵሺെ1 െ ln 𝑥ሻ ൅ 𝐶ଶ𝑥 

ቐ
െ𝐶ଵ

ᇱሺ1 ൅ ln 𝑥ሻ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ𝑥 ൌ 0

െ
𝐶ଵ

ᇱ

𝑥
൅ 𝐶ଶ

ᇱ ൌ ln 𝑥
 

െ𝐶ଵ
ᇱ ൅ 𝐶ଶ

ᇱ𝑥 ൌ 𝑥 ln 𝑥 

𝐶ଵ
ᇱ ln 𝑥 ൌ 𝑥 ln 𝑥 ,    𝐶ଵ ൌ

𝑥ଶ

2
൅ 𝐶ଵ෪ 

𝐶ଶ
ᇱ ൌ ln 𝑥 ൅ 1,    𝐶ଶ ൌ 𝑥 ln 𝑥 ൅ 𝐶ଶ෪ 



𝑦 ൌ െ𝐶ଵ෪ሺ1 ൅ ln 𝑥ሻ ൅ 𝐶ଶ෪𝑥 െ
𝑥ଶ

2
൅

𝑥ଶ

2
ln 𝑥 . 

Р 9.53. Решим уравнение 

𝑥ሺ𝑥 ൅ 1ሻ𝑦ᇱᇱ ൅ ሺ4𝑥 ൅ 2ሻ𝑦ᇱ ൅ 2𝑦 ൌ 6ሺ𝑥 ൅ 1ሻ. 

Ищем частное решение однородного уравнения в виде 𝑦 ൌ 𝑥ఈ: 

𝛼ሺ𝛼 െ 1ሻ𝑥ఈିଵሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൅ 𝛼𝑥ఈିଵሺ4𝑥 ൅ 2ሻ ൅ 2𝑥ఈ ൌ 0 

൜
𝛼ሺ𝛼 െ 1ሻ ൅ 4𝛼 ൅ 2 ൌ 0

𝛼ሺ𝛼 െ 1ሻ ൅ 2𝛼 ൌ 0
→ 𝛼 ൌ െ1 

ተ

1
𝑥

𝑦

െ
1

𝑥ଶ 𝑦ᇱ
ተ ൌ 𝐶𝑒

ି ׬
ସ௫ାଶ

௫ሺ௫ାଵሻௗ௫
⟺

𝑦ᇱ

𝑥
൅

𝑦
𝑥ଶ ൌ 𝐶𝑒׬ ି

ଶ
௫ି

ଶ
௫ାଵௗ௫ ൌ 𝐶ଵ𝑒ିଶ ୪୬ ௫ିଶ ୪୬ሺ௫ାଵሻ ൌ

𝐶ଵ

𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ 

𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑦 ൌ 0,    𝑦 ൌ
𝐶
𝑥

 

𝐶ᇱ

𝑥ଶ ൌ
𝐶ଵ

𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ ,    𝐶ᇱ ൌ
𝐶ଵ

ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ ,    𝐶 ൌ െ
𝐶ଵ

𝑥 ൅ 1
൅ 𝐶ଶ,    𝑦 ൌ െ

𝐶ଵ

𝑥ሺ𝑥 ൅ 1ሻ
൅

𝐶ଶ

𝑥
 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ െ

𝐶ଵ
ᇱ

𝑥ሺ𝑥 ൅ 1ሻ
൅

𝐶ଶ
ᇱ

𝑥
ൌ 0

െ𝐶ଵ
ᇱ ൬

1
ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ െ

1
𝑥ଶ൰ െ

𝐶ଶ
ᇱ

𝑥ଶ ൌ
6
𝑥

⟺

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐶ଵ

ᇱ

𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 1ሻ
െ

𝐶ଶ
ᇱ

𝑥ଶ ൌ 0

𝐶ଵ
ᇱ 2𝑥 ൅ 1

ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ𝑥ଶ െ
𝐶ଶ

ᇱ

𝑥ଶ ൌ
6
𝑥

 

𝐶ଵ
ᇱ

ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ𝑥
ൌ

6
𝑥

,    𝐶ଵ
ᇱ ൌ 6ሺ𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 1ሻ,    𝐶ଵ ൌ 2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ ൅ 6𝑥 ൅ 𝐶ଵ෪ 

𝐶ଶ
ᇱ ൌ 6𝑥 ൅ 6,    𝐶ଶ ൌ 3𝑥ଶ ൅ 6𝑥 ൅ 𝐶ଶ෪ 

𝑦 ൌ െ
𝐶ଵ෪

𝑥ሺ𝑥 ൅ 1ሻ
൅

𝐶ଶ෪

𝑥
൅

𝑥ଶ ൅ 3𝑥
𝑥 ൅ 1

. 

Р 13.64. Решим уравнение 

𝑥ଶሺ𝑥 െ 3ሻ𝑦ᇱᇱ െ 𝑥ଶሺ𝑥 െ 2ሻ𝑦ᇱ ൅ 2ሺ𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 3ሻ𝑦 ൌ ሺ𝑥 െ 3ሻଶ. 

Ищем частное решение однородного уравнения в форме 𝑥௡: 

𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ𝑥௡ሺ𝑥 െ 3ሻ െ 𝑛𝑥௡ାଵሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 2ሺ𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 3ሻ𝑥௡ ൌ 0 

൝
𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ ൅ 2𝑛 െ 6 ൌ 0

െ3𝑛ሺ𝑛 െ 1ሻ ൅ 6 ൌ 0
െ𝑛 ൅ 2 ൌ 0

⟹ 𝑛 ൌ 2. 

ฬ
𝑥ଶ 𝑦
2𝑥 𝑦ᇱฬ ൌ 𝐶𝑒׬

௫ିଶ
௫ିଷௗ௫ ൌ 𝐶ଵ𝑒௫ା୪୬ሺ௫ିଷሻ 

𝑦ᇱ𝑥ଶ െ 2𝑦𝑥 ൌ 𝐶ଵ𝑒௫ሺ𝑥 െ 3ሻ 

ቀ
𝑦

𝑥ଶቁ
ᇱ

ൌ
𝐶ଵ𝑒௫ሺ𝑥 െ 3ሻ

𝑥ସ ,    𝑦 ൌ 𝐶ଵ
𝑒௫

𝑥
൅ 𝐶ଶ𝑥ଶ 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐶ଵ

ᇱ𝑒௫

𝑥
൅ 𝐶ଶ

ᇱ𝑥ଶ ൌ 0

𝐶ଵ
ᇱ ቆ

𝑒௫

𝑥
െ

𝑒௫

𝑥ଶቇ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ ⋅ 2𝑥 ൌ

𝑥 െ 3
𝑥ଶ

    

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝐶ଵ

ᇱ 2𝑒௫

𝑥
൅ 𝐶ଶ

ᇱ ⋅ 2𝑥ଶ ൌ 0

𝐶ଵ
ᇱ ቆ𝑒௫ െ

𝑒௫

𝑥
ቇ ൅ 𝐶ଶ

ᇱ ⋅ 2𝑥ଶ ൌ
𝑥 െ 3

𝑥

 



𝐶ଵ
ᇱ ቆ𝑒௫ െ

3𝑒௫

𝑥
ቇ ൌ

𝑥 െ 3
𝑥

,    𝐶ଵ ൌ െ𝑒ି௫ ൅ 𝐶ଵ෪ 

𝐶ଶ
ᇱ ൌ െ

1
𝑥ଷ ,    𝐶ଶ ൌ

1
2𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ෪ 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ෪ 𝑒௫

𝑥
൅ 𝐶ଶ෪𝑥ଶ െ

1
𝑥

൅
1
2

. 

Р 13.68 (а) Составим и решим дифференциальное уравнение второго порядка с правой частью 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 1 െ 𝑥ଶ 
и с фундаментальной системой решений 𝑦ଵ ൌ 𝑥, 𝑦ଶ ൌ 𝑥ଶ ൅ 1 соответствующего однородного уравнения: 

ቮ
𝑦 𝑥 𝑥ଶ ൅ 1
𝑦ᇱ 1 2𝑥
𝑦ᇱᇱ 0 2

ቮ ൌ 1 െ 𝑥ଶ 

ሺ𝑥ଶ െ 1ሻ𝑦ᇱᇱ െ 2𝑥𝑦ᇱ ൅ 2𝑦 ൌ 1 െ 𝑥ଶ 

ቚ
𝑦 𝑥
𝑦ᇱ 1ቚ ൌ 𝐶𝑒׬

ଶ௫
௫మିଵ

ௗ௫ ൌ 𝐶ଵሺ𝑥ଶ െ 1ሻ 

𝑦 െ 𝑦ᇱ𝑥 ൌ 𝐶ଵሺ𝑥ଶ െ 1ሻ 

ቀ
𝑦
𝑥

ቁ
ᇱ

ൌ 𝐶ଵ ൬1 െ
1

𝑥ଶ൰ ,    𝑦 ൌ 𝐶ଵሺ𝑥ଶ ൅ 1ሻ ൅ 𝐶ଶ𝑥 

൜
𝐶ଵ

ᇱሺ𝑥ଶ ൅ 1ሻ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ𝑥 ൌ 0

𝐶ଵ
ᇱ ⋅ 2𝑥 ൅ 𝐶ଶ

ᇱ ൌ െ1
,    𝐶ଵ

ᇱ ⋅ 2𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ𝑥 ൌ െ𝑥 

𝐶ଵ
ᇱሺ1 െ 𝑥ଶሻ ൌ 𝑥,    𝐶ଵ ൌ න

𝑥𝑑𝑥
1 െ 𝑥ଶ ൌ െ 

ln|𝑥ଶ െ 1|
2

൅ 𝐶ଵ෪ 

𝐶ଶ
ᇱ ൌ

𝑥ଶ ൅ 1
𝑥ଶ െ 1

ൌ 1 ൅
1

𝑥 െ 1
െ

1
𝑥 ൅ 1

,    𝐶ଶ ൌ 𝑥 ൅ ln ฬ
𝑥 െ 1
𝑥 ൅ 1

ฬ ൅ 𝐶ଶ෪ 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ෪ሺ𝑥ଶ ൅ 1ሻ ൅ 𝐶ଶ෪𝑥 െ
ሺ𝑥ଶ ൅ 1ሻ ln|𝑥ଶ െ 1|

2
൅ 𝑥 ln ฬ

𝑥 െ 1
𝑥 ൅ 1

ฬ ൅ 𝑥ଶ . 

Т 3. Докажем, что уравнение Бесселя 𝑥ଶ𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑥𝑦ᇱ ൅ ሺ𝑥ଶ െ 𝜈ଶሻ𝑦 ൌ 0, где 𝜈 ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на ሺ0, ൅∞ሻ, не может 
иметь двух ЛНЗ решений, ограниченных в окрестности нуля вместе со своими первыми производными. 
Пусть это не так, пусть существуют ЛНЗ решения 𝑦ଵሺ𝑥ሻ, 𝑦ଶሺ𝑥ሻ. Тогда 

∃𝑥଴ ∈ ሺ0, ൅∞ሻ: 𝑊ሾ𝑦ଵሺ𝑥଴ሻ, 𝑦ଶሺ𝑥଴ሻሿ ് 0, 

и по формуле Лиувилля-Остроградского 

𝑊ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑊ሺ𝑥଴ሻ𝑒
ି ׬

ௗక
క

ೣ
ೣబ ൌ 𝑊ሺ𝑥଴ሻ

𝑥଴

𝑥 ௫→଴
ሱ⎯ሮ ∞, 

которое невозможно, поскольку |𝑊ሺ𝑥ሻ| ൌ |𝑦ଵሺ𝑥ሻ𝑦ଶ
ᇱ ሺ𝑥ሻ െ 𝑦ଵ

ᇱ ሺ𝑥ሻ𝑦ଶሺ𝑥ሻ| ൑ 𝑀 по условию — противоречие. 

  



III. Теорема Штурма. 

Ф 726. По теореме Штурма о расстоянии межу соседними нулями имеем, что если 𝑑 расстояние между 
соседними нулями уравнения 𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑚𝑦 ൌ 0, 𝑚 ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ൐ 0, то 

𝜋

√𝑚
൑ 𝑑 ൑

𝜋

√𝑚
⟺ 𝑑 ൌ

𝜋

√𝑚
. 

Отсюда на отрезке ሾ𝑎, 𝑏ሿ может содержатся ሾሺ𝑏 െ 𝑎ሻ/𝑑ሿ ൌ ൣሺ𝑏 െ 𝑎ሻ√𝑚/𝜋൧ нулей. 

Р 10.2. Докажем, что каждое нетривиальное решение уравнения 𝑦ᇱᇱ ൅
ଵ

ସሺ௫మାଵሻ
𝑦 ൌ 0 имеет на промежутке 

ሾ0, ൅∞ሻ лишь конечное число нулей. Если это утверждение верно для промежутка ሾ1, ൅∞ሻ, то тем более 

верно и для ሾ0, ൅∞ሻ. От противного. Рассмотрим уравнение 𝑧ᇱᇱ ൅
ଵ

ସ௫మ 𝑧 ൌ 0. Заменой 𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑒௧ получаем 𝑧ሶ ൌ

𝑧ᇱ𝑒௧, 𝑧ሷ ൌ 𝑧ᇱᇱ𝑒ଶ௧ ൅ 𝑧ᇱ𝑒௧, 

𝑧ሷ െ 𝑧ሶ
𝑒ଶ௧ ൅

𝑧
4𝑒ଶ௧ ൌ 0 ⟺ 4𝑧ሷ െ 4𝑧ሶ ൅ 𝑧 ൌ 0, 

4𝜆ଶ െ 4𝜆 ൅ 1 ൌ 0,    𝜆ଵ ൌ 𝜆ଶ ൌ
1
2

, 

𝑧 ൌ ሺ𝐶ଵ𝑡 ൅ 𝐶ଶሻ𝑒
ଵ
ଶ௧ ൌ ሺ𝐶ଵ ln 𝑥 ൅ 𝐶ଶሻ√𝑥. 

Нетривиальные решения последнего уравнения имеют лишь конечное число нулей. Значит по теореме 
Штурма исходное уравнение не может иметь нетривиальное решение с бесконечным числом нулей. 

Р 10.3. Докажем, что каждое решение уравнения 𝑧ᇱᇱ ൅
ଵ

ଵା௫మ 𝑧 ൌ 0 имеет на промежутке ሾ0, ൅∞ሻ бесконечное 

число нулей. Если мы докажем это для ሾ1, ൅∞ሻ, то для ሾ0, ൅∞ሻ утверждение будет тем более будет верным. 

Рассмотрим уравнение 𝑦ᇱᇱ ൅
ଵ

ଶ௫మ 𝑦 ൌ 0. Решив его аналогичным образом, как сделано в предыдущей задаче 

получаем 

𝑦ሷ െ 𝑦ሶ
𝑒ଶ௧ ൅

𝑦
2𝑒ଶ௧ ൌ 0 ⟺ 4𝑦ሷ െ 4𝑦ሶ ൅ 2𝑦 ൌ 0, 

4𝜆ଶ െ 4𝜆 ൅ 2 ൌ 0,    𝜆ଵ,ଶ ൌ
1
2

േ
1
2

𝑖, 

𝑦 ൌ ൬𝐶ଵ cos
1
2

𝑡 ൅ 𝐶ଶ sin
1
2

𝑡൰ 𝑒
ଵ
ଶ௧ ൌ 𝐴𝑒

ଵ
ଶ sin ൬

1
2

𝑡 ൅ 𝜔൰ 

Для последнего уравнения любое его решение имеет бесконечное число нулей на ሾ1, ൅∞ሻ, а значит, по 
теореме Штурма решения исходного уравнения тоже имеют бесконечное число нулей. 

Т 4. Докажем, что любое нетривиальное решение уравнения 𝑦ᇱᇱ െ 2𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑦 ൌ 0 на интервале ሺെ∞, ൅∞ሻ 
имеет не более трех нулей. Заменим 𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑢ሺ𝑥ሻ𝑧ሺ𝑥ሻ: 

𝑢ᇱᇱ𝑧 ൅ 2𝑢ᇱ𝑧ᇱ ൅ 𝑢𝑧ᇱᇱ െ 2𝑥ሺ𝑢ᇱ𝑧 ൅ 𝑢𝑧ᇱሻ ൅ 𝑢𝑧 ൌ 0. 

Выберем 𝑢ሺ𝑥ሻ так, чтобы 2𝑢ᇱ െ 2𝑢𝑥 ൌ 0. Например, 𝑢 ൌ 𝑒
ೣమ

మ . Тогда исходное уравнение эквивалентно 
уравнению 

𝑒
௫మ

ଶ 𝑧ᇱᇱ ൅ ቆ𝑒
௫మ

ଶ ൅ 𝑥ଶ𝑒
௫మ

ଶ ൅ 𝑒
௫మ

ଶ െ 2𝑥ଶ𝑒
௫మ

ଶ ቇ 𝑧 ൌ 0 

𝑧ᇱᇱ ൅ ሺ2 െ 𝑥ଶሻ𝑧 ൌ 0. 

При 2 െ 𝑥ଶ ൑ 0 это уравнение не может иметь более одного нуля по теореме Штурма, а для 𝑥 ∈ ൣെ√2, √2൧ 

имеем |2 െ 𝑥ଶ| ൑ 2, которое означает, что по теореме о расстоянии 𝑑 нулей 𝑑 ൒
గ

√ଶ
, откуда на ൣെ√2, √2൧ есть 

не более двух нулей. 



Т 5. (а) Докажем, что любое нетривиальное решение уравнения Бесселя 

𝑥ଶ𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑥𝑦ᇱ ൅ ሺ𝑥ଶ െ 𝜈ଶሻ𝑦 ൌ 0,    𝜈 ൌ const 

имеет бесконечное число нулей на промежутке ሺ0, ൅∞ሻ. Заменим 𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑢ሺ𝑥ሻ𝑧ሺ𝑥ሻ: 

ሺ𝑥ଶ െ 𝜈ଶሻ𝑢𝑧 ൅ 𝑥ሺ𝑢ᇱ𝑧 ൅ 𝑢𝑧ᇱሻ ൅ 𝑥ଶሺ𝑢ᇱᇱ𝑧 ൅ 𝑢ᇱ𝑧ᇱ ൅ 𝑢𝑧ᇱᇱሻ ൌ 0. 

Выберем 𝑢 так, чтобы 𝑢𝑥 ൅ 2𝑥ଶ𝑢ᇱ ൌ 0, например 𝑢 ൌ 𝑥ି
భ
మ. Тогда исходное уравнение эквивалентно 

уравнению 

𝑧ᇱᇱ ൅ ቌ1 ൅

1
4 െ 𝜈ଶ

𝑥ଶ ቍ 𝑧 ൌ 0. 

В случае |𝜈| ൑
ଵ

ଶ
 коэффициент при 𝑧 больше либо равно чем 1. Значит, поскольку любое решение уравнения 

𝑧ᇱᇱ ൅ 𝑧 ൌ 0 имеет бесконечное число нулей, то по теореме Штурма любое решение исходного уравнения 
также имеет бесконечное число нулей. 

В случае же |𝜈| ൐
ଵ

ଶ
 имеем 1 ൅

భ
ర

ିఔమ

௫మ ൒
ଵ

ଶ
 для всех 𝑥 ∈ ቈට2𝜈ଶ െ

ଵ

ଶ
, ൅∞ቇ. Значит, поскольку любое решение 

уравнения 𝑧ᇱᇱ ൅
ଵ

ଶ
𝑧 ൌ 0 имеет бесконечное число нулей, то по теореме Штурма любое решение исходного 

уравнения также имеет бесконечное число нулей. 

(б) Имеем, что расстояние 𝑑 между двумя нулями принадлежит любому отрезку ൣ𝜋/√𝑀, 𝜋/√𝑚൧, где 

𝑚 ൑ 1 ൅

1
4 െ 𝜈ଶ

𝑥ଶ ൑ 𝑀. 

При 𝑥 → ∞ получаем, что 
భ
ర

ିఔమ

௫మ → 0, а значит 𝑚, 𝑀 можно взять сколь угодно ближе к 1, откуда получаем, что 

𝑑 → 𝜋. 

  



IV. Исследование поведения фазовых траекторий. 

Ф 964. Исследуем на особые точки 𝑦ᇱ ൌ
௫ାସ௬

ଶ௫ାଷ௬
: 

൜
2𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 0
𝑥 ൅ 4𝑦 ൌ 0 ⟺ 𝑥 ൌ 𝑦 ൌ 0;    𝐴 ൌ ቀ2 3

1 4
ቁ ; 

ቚ2 െ 𝜆 3
1 4 െ 𝜆

ቚ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ െ 6𝜆 ൅ 5 ൌ 0 ⟺ ሺ𝜆 െ 1ሻሺ𝜆 െ 5ሻ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ ൌ 1, 𝜆ଶ ൌ 5. 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଵ𝐸ሻ𝑒ଵ ൌ ቀ0
0

ቁ ⟶ 𝑒ଵ ൌ ቀ 3
െ1

ቁ ; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଶ𝐸ሻ𝑒ଶ ൌ ቀ0
0

ቁ ⟶ 𝑒ଶ ൌ ቀ1
1

ቁ ; 

Получается неустойчивый узел. 

Ф 972. Исследуем на особые точки 

൜
𝑥ሶ ൌ 2𝑥 െ 𝑦

𝑦ሶ ൌ 𝑥 . 

Единственная особая точка, очевидно, ሺ0, 0ሻ. 

𝐴 ൌ ቀ2 െ1
1 0

ቁ,    ቚ2 െ 𝜆 െ1
1 െ𝜆

ቚ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ െ 2𝜆 ൅ 1 ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ ൌ 𝜆ଶ ൌ 1; 

൫𝐴 െ 𝜆ଵ,ଶ𝐸൯𝑒ଵ,ଶ ൌ ቀ0
0

ቁ ⟶ 𝑒ଵ,ଶ ൌ ቀ1
1

ቁ. 

Получается вырожденный узел. 

Ф 973. Исследуем на особые точки 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑥 ൅ 3𝑦

𝑦ሶ ൌ െ6𝑥 െ 5𝑦. 

Единственная особая точка, очевидно, ሺ0, 0ሻ. 

𝐴 ൌ ቀ 1 3
െ6 െ5

ቁ,    ቚ1 െ 𝜆 3
െ6 െ5 െ 𝜆

ቚ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ ൅ 4𝜆 ൅ 13 ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ,ଶ ൌ െ2 േ 3𝑖. 



Поскольку вещественная часть 𝜆ଵ,ଶ ൏ 0, то получается устойчивый фокус. В точке ሺ1, 0ሻ касательный вектор 
имеет координаты ሺ1, െ6ሻ, следовательно траектория вращается по часовой стрелке. 

Ф 974. Исследуем на особые точки 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑥

𝑦ሶ ൌ 2𝑥 െ 𝑦. 

Единственная особая точка, очевидно, ሺ0, 0ሻ. 

𝐴 ൌ ቀ1 0
2 െ1

ቁ,    ቚ1 െ 𝜆 0
2 െ1 െ 𝜆

ቚ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ െ 1 ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ ൌ 1, 𝜆ଶ ൌ െ1. 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଵ𝐸ሻ𝑒ଵ ൌ ቀ0
0

ቁ ⟶ 𝑒ଵ ൌ ቀ1
1

ቁ ; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଶ𝐸ሻ𝑒ଶ ൌ ቀ0
0

ቁ ⟶ 𝑒ଶ ൌ ቀ0
1

ቁ ; 

Получается седло. 

Ф 975. Исследуем на особые точки 

൜
𝑥ሶ ൌ െ2𝑥 െ 5𝑦
𝑦ሶ ൌ 2𝑥 ൅ 2𝑦 . 

Единственная особая точка, очевидно, ሺ0, 0ሻ. 



𝐴 ൌ ቀെ2 െ5
2 2

ቁ,    ቚെ2 െ 𝜆 െ5
2 2 െ 𝜆

ቚ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ ൅ 6 ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ,ଶ ൌ േ√6𝑖. 

Получается центр. В точке ሺ1, 0ሻ касательная имеет координаты ሺെ2, 2ሻ, а значит вращение происходит 
против часовой стрелки. 

Ф 978. Исследуем на особые точки 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑦 െ 2𝑥

𝑦ሶ ൌ 2𝑦 െ 4𝑥. 

Единственная особая точка, очевидно, ሺ0, 0ሻ. 

𝐴 ൌ ቀെ2 1
െ4 2

ቁ,    ቚെ2 െ 𝜆 1
െ4 2 െ 𝜆

ቚ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ ൌ 𝜆ଶ ൌ 0. 

Значит исходная система сокращается в уравнение 
ௗ௬

ௗ௫
ൌ 2, решениями которого являются параллельные 

прямые. 

  



Р 13.9. Исследуем на положения равновесия систему 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 2𝑦ଶ െ 2

𝑦ሶ ൌ 𝑥 ൅ 𝑦ଶ . 

൜
𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ െ 2 ൌ 0

𝑥 ൅ 𝑦ଶ ൌ 0
⟺ ൜𝑥ଶ െ 𝑥 െ 2 ൌ 0

𝑦ଶ ൌ െ𝑥
⟺ ൜

ሺ𝑥 െ 2ሻሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൌ 0
𝑦ଶ ൌ െ𝑥

⟺ 𝑥 ൌ െ1, 𝑦 ൌ േ1. 

Т.е. получаются 2 особые точки 𝑇ଵሺെ1, െ1ሻ и 𝑇ଶሺെ1, 1ሻ. 

𝐴 ൌ ൬
𝑓௫ 𝑓௬
𝑔௫ 𝑔௬

൰ ൌ ൬
2𝑥 ൅ 1 4𝑦

1 2𝑦൰ 

Рассмотрим точку 𝑇ଵ. Для нее 

𝐴 ൌ ቀെ1 െ4
1 െ2

ቁ,    ቚെ1 െ 𝜆 െ4
1 െ2 െ 𝜆

ቚ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ ൅ 3𝜆 ൅ 6 ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ,ଶ ൌ െ
3
2

േ
√15

2
𝑖. 

Получается устойчивый фокус. В точке ሺ0, െ1ሻ 
касательный вектор имеет координаты ሺ0, 1ሻ. Значит 
траектория вращается против часовой стрелки. 

Рассмотрим точку 𝑇ଶ. Для нее 

𝐴 ൌ ቀെ1 4
1 2

ቁ,    ቚെ1 െ 𝜆 4
1 2 െ 𝜆

ቚ ൌ 0 

⟺ 𝜆ଶ െ 𝜆 െ 6 ൌ 0 

⟺ ሺ𝜆 െ 3ሻሺ𝜆 ൅ 2ሻ ൌ 0 ⟺ ൜
𝜆ଵ ൌ െ2
𝜆ଶ ൌ 3 . 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଵ𝐸ሻ𝑒ଵ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଵ ൌ ቀ 4
െ1

ቁ ; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଶ𝐸ሻ𝑒ଶ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଶ ൌ ቀ1
1

ቁ. 

Получается седло. 

Р 13.15. Исследуем на точки равновесия систему 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑥ଶ െ 𝑦

𝑦ሶ ൌ lnሺ3𝑥ଶ െ 1ሻ െ ln 2
. 

൜
𝑥ଶ െ 𝑦 ൌ 0

lnሺ3𝑥ଶ െ 1ሻ െ ln 2 ൌ 0
⟺ ൜𝑦 ൌ 𝑥ଶ

𝑥ଶ ൌ 1
⟺ 𝑥 ൌ േ1, 𝑦 ൌ 1. 

Получаются две особые точки 𝑇ଵሺെ1, 1ሻ и 𝑇ଶሺ1, 1ሻ. 



𝐴 ൌ ൭
2𝑥 െ1
6𝑥

3𝑥ଶ െ 1
0 ൱ 

Для 𝑇ଵ получаем 

𝐴 ൌ ቀെ2 െ1
െ3 0

ቁ,    ቚെ2 െ 𝜆 െ1
െ3 െ𝜆

ቚ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ ൅ 2𝜆 െ 3 ൌ 0 ⟺ ሺ𝜆 െ 1ሻሺ𝜆 ൅ 3ሻ ൌ 0 ⟺ ൜
𝜆ଵ ൌ െ3
𝜆ଶ ൌ 1 ; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଵ𝐸ሻ𝑒ଵ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଵ ൌ ቀ1
1

ቁ ; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଶ𝐸ሻ𝑒ଶ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଶ ൌ ቀ 1
െ3

ቁ. 

Получается седло. 

Для 𝑇ଶ получаем 

𝐴 ൌ ቀ2 െ1
3 0

ቁ,    ቚ2 െ 𝜆 െ1
3 െ𝜆

ቚ ൌ 0 

⟺ 𝜆ଶ െ 2𝜆 ൅ 3 ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ,ଶ ൌ 1 േ √2𝑖; 

Получается неустойчивый фокус. В точке ሺ1, 0ሻ касательный 
вектор имеет координаты ሺ1, 0ሻ, значит траектория вращается 
против часовой стрелки. 

  



Р 13.39. Исследуем на точки равновесия систему 

൜
𝑥ሶ ൌ 8 ൅ 4𝑦 െ 2𝑥𝑦

𝑦ሶ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑦ଶ . 

൜
8 ൅ 4𝑦 െ 2𝑥𝑦 ൌ 0

𝑥ଶ െ 4𝑦ଶ ൌ 0
⟺ ൜

4 ൅ 2𝑦 െ 𝑥𝑦 ൌ 0
𝑥 ൌ േ2𝑦 ⟺

⎣
⎢
⎢
⎡൜

𝑥 ൌ 2𝑦
4 ൅ 2𝑦 െ 2𝑦ଶ ൌ 0

൜
𝑥 ൌ െ2𝑦

4 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑦ଶ ൌ 0

⟺

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ൜

𝑥 ൌ 2𝑦
𝑦 ൌ െ1; 2

ቐ
𝑥 ൌ െ2𝑦

𝑦 ൌ െ
1
2

േ
√7
2

𝑖

. 

Поскольку мы рассматриваем вещественную плоскость, то получаем две точки равновесия 𝑇ଵሺെ2, െ1ሻ и 
𝑇ଶሺ4, 2ሻ. 

𝐴 ൌ ൬
െ2𝑦 4 െ 2𝑥
2𝑥 െ8𝑦 ൰ 

Для 𝑇ଵ получаем 

𝐴 ൌ ቀ 2 8
െ4 8

ቁ , ቚ2 െ 𝜆 8
െ4 8 െ 𝜆

ቚ ൌ 

⟺ 𝜆ଶ െ 10𝜆 ൅ 48 ൌ 0 

⟺ 𝜆ଵ,ଶ ൌ 5 േ √23𝑖. 

Фазовой траекторией будет неустойчивый 
фокус. В точке ሺ0, 0ሻ касательный вектор 
имеет координаты ሺ8, 0ሻ, т.е. вращение 
происходит по часовой стрелке. 

Для 𝑇ଶ получаем 

𝐴 ൌ ቀെ4 െ4
8 െ16

ቁ,    ቚെ4 െ 𝜆 െ4
8 െ16 െ 𝜆

ቚ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ ൅ 20𝜆 ൅ 96 ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ ൌ െ12, 𝜆ଶ ൌ െ8. 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଵ𝐸ሻ𝑒ଵ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଵ ൌ ቀ1
2

ቁ ;    ሺ𝐴 െ 𝜆ଶ𝐸ሻ𝑒ଶ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଶ ൌ ቀ1
1

ቁ. 

Получается устойчивый узел. 



Р 13.44. Исследуем на точки равновесия систему 

൜ 𝑥ሶ ൌ 1 െ 𝑒௫మି௬

𝑦ሶ ൌ thሺ2 ൅ 𝑥 െ 𝑥ଶሻ
. 

൜ 1 െ 𝑒௫మି௬ ൌ 0
thሺ2 ൅ 𝑥 െ 𝑥ଶሻ ൌ 0

⟺ ൜
𝑥ଶ ൌ 𝑦

ሺ𝑥 ൅ 1ሻሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0
. 

Получаются две точки равновесия 𝑇ଵሺെ1, 1ሻ, 𝑇ଶሺ2, 4ሻ. 

𝐴 ൌ ቌ
െ2𝑥𝑒௫మି௬ 𝑒௫మି௬

െ2𝑥 ൅ 1
chଶሺ2 ൅ 𝑥 െ 𝑥ଶሻ

0
ቍ 

Для 𝑇ଵ 

𝐴 ൌ ቀ2 1
3 0

ቁ,    ቚ2 െ 𝜆 1
3 െ𝜆

ቚ ൌ 0 

⟺ 𝜆ଶ െ 2𝜆 െ 3 ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ ൌ െ1, 𝜆ଶ ൌ 3; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଵ𝐸ሻ𝑒ଵ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଵ ൌ ቀ 1
െ3

ቁ ; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଶ𝐸ሻ𝑒ଶ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଶ ൌ ቀ1
1

ቁ. 

Получается седло. 

Для 𝑇ଶ 

𝐴 ൌ ቀെ4 1
െ3 0

ቁ,    ቚെ4 െ 𝜆 1
െ3 െ𝜆

ቚ ൌ 0 

⟺ 𝜆ଶ ൅ 4𝜆 ൅ 3 ൌ 0 ⟺ ሺ𝜆 ൅ 1ሻሺ𝜆 ൅ 3ሻ ൌ 0 

⟺ 𝜆ଵ ൌ െ3, 𝜆ଶ ൌ െ1; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଵ𝐸ሻ𝑒ଵ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଵ ൌ ቀ1
1

ቁ ; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଶ𝐸ሻ𝑒ଶ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଶ ൌ ቀ1
3

ቁ. 

Получается устойчивый узел. 

  



Р 13.45. Исследуем на точки равновесия систему 

ቐ
𝑥ሶ ൌ ඥ1 ൅ 2𝑥 െ 5𝑦 െ 1

𝑦ሶ ൌ arctg ൬
𝑥
2

൅
3
5

𝑥ଶ െ 2𝑦൰
. 

ቐ
ඥ1 ൅ 2𝑥 െ 5𝑦 െ 1 ൌ 0

arctg ൬
𝑥
2

൅
3
5

𝑥ଶ െ 2𝑦൰ ൌ 0
⟺ ൞

2𝑥
5

ൌ 𝑦

𝑥
2

൅
3
5

𝑥ଶ െ 2𝑦 ൌ 0
⟺ ൞

2
5

𝑥 ൌ 𝑦

3
5

𝑥ଶ ൅
𝑥
2

െ
4
5

𝑥 ൌ 0
⟺ ൝

2
5

𝑥 ൌ 𝑦

𝑥ሺ2𝑥 െ 1ሻ ൌ 0
. 

Отсюда у системы есть две точки равновесия: 𝑇ଵሺ0, 0ሻ и 𝑇ଶ ቀ
ଵ

ଶ
,

ଵ

ହ
ቁ. В точках равновесия имеем 

𝐴 ൌ ൮
1 െ

5
2

6
5

𝑥 ൅
1
2

െ2
൲. 

Для 𝑇ଵ 

𝐴 ൌ ൮
1 െ

5
2

1
2

െ2
൲,    ተ

1 െ 𝜆 െ
5
2

1
2

െ2 െ 𝜆
ተ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ ൅ 𝜆 െ

3
4

ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ ൌ െ
3
2

, 𝜆ଶ ൌ
1
2

; 

ሺ𝐴 െ 𝜆ଵ𝐸ሻ𝑒ଵ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଵ ൌ ቀ1
1

ቁ ;    ሺ𝐴 െ 𝜆ଶ𝐸ሻ𝑒ଶ ൌ ቀ0
0

ቁ → 𝑒ଶ ൌ ቀ5
1

ቁ. 

Получается седло. 

Для 𝑇ଶ 

𝐴 ൌ ൮
1 െ

5
2

11
10

െ2
൲,    ተ

1 െ 𝜆 െ
5
2

11
10

െ2 െ 𝜆
ተ ൌ 0 ⟺ 𝜆ଶ ൅ 𝜆 ൅

3
4

ൌ 0 ⟺ 𝜆ଵ,ଶ ൌ െ
1
2

േ
𝑖√2

2
. 



Получается устойчивый фокус. В точке ሺ1, 0ሻ касательный вектор имеет координаты ൫√3 െ 1, arctg 1.1൯. 
Значит вращение происходит против часовой стрелки. 

 



I. Первые интегралы и их использование для решений автономных систем. 

С 14.12. Исследуем при всех значениях вещественного параметра 𝑎 поведение фазовых траекторий на всей 
фазовой плоскости для системы 

൜
𝑥ሶ ൌ 𝑦 ൅ 𝑎𝑥ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ െ 2ሻ

𝑦ሶ ൌ െ𝑥 ൅ 𝑎𝑦ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ െ 2ሻ
. 

Случай 1 (𝑎 ൌ 0). Система примет вид 𝑥ሶ ൌ 𝑦, 𝑦ሶ ൌ െ𝑥; 

𝐴 ൌ ቀ 0 1
െ1 0

ቁ        ቚെ𝜆 1
െ1 െ𝜆

ቚ ൌ 0        𝜆ଶ ൅ 1 ൌ 0        𝜆ଵ,ଶ ൌ േ𝑖 

𝑥ሷ ൌ 𝑦ሶ ൌ െ𝑥        ൜
𝑥 ൌ 𝐴 sinሺ𝑡 ൅ 𝜔ሻ
𝑦 ൌ 𝐴 cosሺ𝑡 ൅ 𝜔ሻ. 

Фазовыми траекториями последней системы будут окружности с 
центром в начале координат, вращающиеся по часовой стрелке. 

Случай 1 (𝑎 ് 0). Перейдем к полярным координатам: 𝑥 ൌ 𝑟 cos 𝜑, 𝑦 ൌ 𝑟 sin 𝜑, 𝑟 ൌ ඥ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ, 𝜑 ൌ arctg
௬

௫
, 

𝑟ሶ ൌ
2𝑥𝑥ሶ ൅ 2𝑦𝑦ሶ

2ඥ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ
ൌ

𝑎𝑟ଶሺ𝑟ଶ െ 2ሻ
𝑟

ൌ 𝑎𝑟ሺ𝑟ଶ െ 2ሻ; 

𝜑ሶ ൌ

𝑦ሶ𝑥 െ 𝑥 ሶ𝑦
𝑥ଶ

1 ൅
𝑦ଶ

𝑥ଶ

ൌ
െ𝑟ଶ

𝑟ଶ ൌ െ1. 

Система принимает вид ൜
𝑟ሶ ൌ 𝑎𝑟ሺ𝑟ଶ െ 2ሻ

𝜑ሶ ൌ െ1
, в положениях равновесия которой имеем 𝑟 ൌ 0 или 𝑟 ൌ √2. При 

𝑟 ൌ 0 имеем фазовую траекторию — начало координат. При 𝑟 ൌ √2 имеем неустойчивый предельный цикл 

— окружность с центром в начале координат, радиусом √2. Пусть 𝑎 ൐ 0. Тогда 𝑟 ൐ √2 ⟹ 𝑟ሶ ൐ 0 и 𝑟 ൏

√2 ⟹ 𝑟ሶ ൏ 0, откуда получаем фазовые траектории в картинке. При 𝑎 ൏ 0 все аналогично, кроме того, что 
предельный цикл устойчив. 

 

Т 1. Найдем первые интегралы уравнений и исследуем поведение фазовых траекторий: 

а) 𝑥ሷ ൅ sin 𝑥 ൌ 0 ⟺ ൜
𝑥ሶ ൌ 𝑦

𝑦ሶ ൌ െ sin 𝑥 ⟹
ௗ௫

௬
ൌ 𝑑𝑡 ൌ െ

ௗ௬

ୱ୧୬ ௫
⟹

௬మ

ଶ
െ cos 𝑥 ൌ 𝑈ଵሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 𝐶ଵ. Особые точки — 

ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ ሺ𝜋𝑘, 0ሻ, 𝑘 ∈ ℤ. 

б) 𝑥ሷ െ 𝑥 ൅ 𝑥ଶ ൌ 0 ⟺ ൜
𝑥ሶ ൌ 𝑦

𝑦ሶ ൌ 𝑥 െ 𝑥ଶ ⟹
ௗ௫

௬
ൌ 𝑑𝑡 ൌ

ௗ௬

௫ି௫మ ⟹
௫య

ଷ
െ

௫మ

ଶ
൅

௬మ

ଶ
ൌ 𝑈ଵሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 𝐶ଵ. Особые точки — 

ሺ0, 0ሻ и ሺ1, 0ሻ. 



С 16.5. Найдя первый интеграл, решим систему в области 𝑥 ൐ 0, 𝑦 ൐ 0: 

൞
𝑥ሶ ൌ െ

𝑥
𝑦

𝑦ሶ ൌ
𝑦
𝑥

. 

𝑦
𝑥

𝑥ሶ ൌ െ
𝑥
𝑦

𝑦ሶ        െ
𝑑𝑥
𝑥ଶ ൌ

𝑑𝑦
𝑦ଶ         

1
𝑥

൅
1
𝑦

ൌ 𝐶ଵ 

𝑥ሶ ൌ െ
𝑥
𝑥

𝐶ଵ𝑥 െ 1
ൌ 1 െ 𝐶ଵ𝑥        𝑥 ൌ 𝐶ሺ𝑡ሻ𝑒ି஼భ௧        𝐶ሶ𝑒ି஼భ௧ ൌ 1        𝐶ሺ𝑡ሻ ൌ

𝑒஼భ௧

𝐶ଵ
൅ 𝐶ଶ 

𝑥 ൌ
1
𝐶ଵ

൅ 𝐶ଶ𝑒ି஼భ௧,        𝑦 ൌ
𝑥

𝐶ଵ𝑥 െ 1
ൌ

1
𝐶ଵ

൅ 𝐶ଶ𝑒ି஼భ௧

𝐶ଵ𝐶ଶ𝑒ି஼భ௧ ൌ
𝑒஼భ௧

𝐶ଵ
ଶ𝐶ଶ

൅
1
𝐶ଵ

. 

С 16.26. Найдя два независимых первых интеграла, решим систему в области 𝑥 ൐ 0: 

൝
𝑥ሶ ൌ 𝑥ଶ

𝑦ሶ ൌ 2𝑥ଷ െ 𝑥𝑦 െ 𝑧
𝑧ሶ ൌ 𝑥𝑧 െ 2𝑥ସ

. 

Заметим, что ሺ𝑧 ൅ 𝑥𝑦ሻሶ ൌ 𝑧ሶ ൅ 𝑥𝑦ሶ ൅ 𝑦𝑥ሶ ൌ 𝑥𝑧 െ 2𝑥ସ ൅ 2𝑥ସ െ 𝑥ଶ𝑦 െ 𝑥𝑧 ൅ 𝑦𝑥ଶ ൌ 0, а значит, 𝑧 ൅ 𝑥𝑦 ൌ
𝑈ଵሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ есть первый интеграл. Отсюда 𝑦ሶ ൌ 2𝑥ଷ െ 𝑈ଵ и 

𝑑𝑦
2𝑥ଷ െ 𝑈ଵ

ൌ 𝑑𝑡 ൌ
𝑑𝑥
𝑥ଶ ⟹ 𝑑𝑦 ൌ ൬2𝑥 െ

𝑈ଵ

𝑥ଶ൰ 𝑑𝑥 ⟹ 𝑦 ൌ 𝑥ଶ ൅
𝑈ଵ

𝑥
൅ 𝐶 ൌ 𝑥ଶ ൅

𝑧
𝑥

൅ 𝑦 ൅ 𝐶 ⟹ 𝑥ଶ ൅
𝑧
𝑥

ൌ 𝑈ଶሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ. 

Понятно, 𝑈ଵ и 𝑈ଶ независимы: 

rg ቆ
𝑈ଵ௫

ᇱ 𝑈ଵ௬
ᇱ 𝑈ଵ௭

ᇱ

𝑈ଶ௫
ᇱ 𝑈ଶ௬

ᇱ 𝑈ଶ௭
ᇱ ቇ ൌ rg ൭

𝑦 𝑥 1

2𝑥 െ
𝑧

𝑥ଶ 0
1
𝑥

൱ ൌ 2. 

Получаем 

ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

െ
1

𝑡 ൅ 𝐶ଷ

െሺ𝑡 ൅ 𝐶ଷሻ𝐶ଵ െ 𝐶ଶ ൅
1

ሺ𝑡 ൅ 𝐶ଷሻଶ

െ
𝐶ଶ

𝑡 ൅ 𝐶ଷ
൅

1
ሺ𝑡 ൅ 𝐶ଷሻଷ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 

где 𝐶ଵ ൌ 𝑈ଵ, 𝐶ଶ ൌ 𝑈ଶ. 

  



II. Линейные однородные уравнения в частных производных первого порядка. 

С 17.5. Найдем общее решение уравнения 

𝑥
𝜕𝑢
𝜕𝑥

൅ 𝑦
𝜕𝑢
𝜕𝑦

൅ 𝑧ଶሺ𝑥 െ 3𝑦ሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑧

ൌ 0 

и решим задачу Коши с начальным условием 𝑢 ൌ
௫మ

௬
 при 3𝑦𝑧 ൌ 1. 

ቐ
𝑥ሶ ൌ 𝑥
𝑦ሶ ൌ 𝑦

𝑧ሶ ൌ 𝑧ଶሺ𝑥 െ 3𝑦ሻ
 

𝑑𝑥
𝑥

ൌ 𝑑𝑡 ൌ
𝑑𝑦
𝑦

⟹
𝑦
𝑥

ൌ 𝑢ଵሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ  

𝑑𝑧
𝑧ଶሺ𝑥 െ 3𝑦ሻ

ൌ 𝑑𝑡 ൌ
𝑑𝑥
𝑥

⟹
𝑑𝑧
𝑧ଶ ൌ ሺ1 െ 3𝑢ଵሻ𝑑𝑥 ⟹ െ

1
𝑧

ൌ ሺ1 െ 3𝑢ଵሻ𝑥 ൅ 𝐶ଶ ⟹
1
𝑧

൅ 𝑥 െ 3𝑦 ൌ 𝑢ଶሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ  

Общее решение — 𝑢ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑢ଵ, 𝑢ଶሻ ൌ 𝐹 ቀ
௬

௫
,

ଵ

௭
൅ 𝑥 െ 3𝑦ቁ. 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝑢 ൌ

𝑥ଶ

𝑦
3𝑦𝑧 ൌ 1

𝑢ଵ ൌ
𝑦
𝑥

𝑢ଶ ൌ
1
𝑧

൅ 𝑥 െ 3𝑦

⟹ ൞

1
𝑧

ൌ 3𝑦
𝑢ଶ ൌ 𝑥

𝑦 ൌ 𝑢ଵ𝑥 ൌ 𝑢ଵ𝑢ଶ

⟹ 𝑢 ൌ
𝑢ଶ

ଶ

𝑢ଵ𝑢ଶ
ൌ

𝑢ଶ

𝑢ଵ
ൌ

𝑥ሺ1 ൅ 𝑥𝑧 െ 3𝑦𝑧ሻ
𝑦𝑧

. 

С 17.16. Найдем общее решение уравнения 

ሺ𝑧 െ 𝑥 ൅ 3𝑦ሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑥

൅ ሺ𝑧 ൅ 𝑥 െ 3𝑦ሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑦

െ 2𝑧
𝜕𝑢
𝜕𝑧

ൌ 0 

и решим задачу Коши с начальным условием 𝑢 ൌ
ସ௬

௭
 при 𝑥 ൌ 3𝑦. 

൝
𝑥ሶ ൌ 𝑧 െ 𝑥 ൅ 3𝑦
𝑦ሶ ൌ 𝑧 ൅ 𝑥 െ 3𝑦

𝑧ሶ ൌ െ2𝑧
 

𝑥ሶ ൅ 𝑦ሶ ൅ 𝑧ሶ ൌ 𝑧 െ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝑥 െ 3𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0 ⟹ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑢ଵሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ  

𝑦ሶ ൌ 𝑢ଵ െ 4𝑦 ⟹
𝑑𝑦

𝑢ଵ െ 4𝑦
ൌ

𝑑𝑧
െ2𝑧

⟹
𝑢ଵ െ 4𝑦

𝑧ଶ ൌ 𝑢ଶ ⟹
𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑧

𝑧ଶ ൌ 𝑢ଶሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ  

Общее решение — 𝑢ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑢ଵ, 𝑢ଶሻ ൌ 𝐹 ቀ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧,
௫ିଷ௬ା௭

௭మ ቁ. 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑢 ൌ

4𝑦
𝑧

𝑥 ൌ 3𝑦
𝑢ଵ ൌ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧

𝑢ଶ ൌ
𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑧

𝑧ଶ

⟹

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

𝑢ଵ ൌ 4𝑦 ൅ 𝑧

𝑢ଶ ൌ
1
𝑧

𝑧 ൌ
1

𝑢ଶ

4𝑦 ൌ 𝑢ଵ െ
1

𝑢ଶ

⟹ 𝑢 ൌ
4𝑦
𝑧

ൌ 𝑢ଵ𝑢ଶ െ 1 ൌ
ሺ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧ሻሺ𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑧ሻ

𝑧ଶ െ 1 . 

С 17.22. Найдем общее решение уравнения 

ሺ2𝑥ଶ𝑧ଶ ൅ 𝑥ሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑥

െ ሺ4𝑥𝑦𝑧ଶ െ 𝑦ሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑦

െ ሺ4𝑥𝑧ଷ െ 𝑧ሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑧

ൌ 0 



и решим задачу Коши с начальным условием 𝑢 ൌ 𝑦𝑧ଶ при 𝑥 ൌ 𝑧. 

൝
𝑥ሶ ൌ 2𝑥ଶ𝑧ଶ ൅ 𝑥
𝑦ሶ ൌ 4𝑥𝑦𝑧ଶ െ 𝑦
𝑧ሶ ൌ 4𝑥𝑧ଷ െ 𝑧

 

𝑧𝑦ሶ െ 𝑦𝑧ሶ ൌ 𝑧𝑦 െ 4𝑥𝑦𝑧ଷ െ 𝑦𝑧 ൅ 4𝑥𝑦𝑧ଷ ൌ 0 ⟹
𝑧
𝑦

ൌ 𝑢ଵሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ  

𝑑𝑥
ሺ2𝑥𝑧ଶ ൅ 1ሻ𝑥

ൌ
𝑑𝑧

𝑧ሺ1 െ 4𝑥𝑧ଶሻ
ൌ

2𝑧𝑑𝑥 ൅ 𝑥𝑑𝑧
2𝑧𝑥ሺ2𝑥𝑧ଶ ൅ 1ሻ ൅ 𝑥𝑧ሺ1 െ 4𝑥𝑧ଶሻ

ൌ
2𝑧𝑑𝑥 ൅ 𝑥𝑑𝑧

3𝑥𝑧
 

ሺ2𝑥𝑧ଶ ൅ 1ሻሺ2𝑧𝑑𝑥 ൅ 𝑥𝑑𝑧ሻ ൌ 3𝑧𝑑𝑥 

ሺ4𝑥𝑧ଷ െ 𝑧ሻ𝑑𝑥 ൅ ሺ2𝑥ଶ𝑧ଶ ൅ 𝑥ሻ𝑑𝑧 ൌ 0 

𝜇 ൌ 𝜇ሺ𝑧ሻ,    ሾ𝜇ሺ4𝑥𝑧ଷ െ 𝑧ሻሿ௭
ᇱ ൌ 𝜇௭

ᇱ ሺ4𝑥𝑧ଷ െ 𝑧ሻ ൅ 𝜇ሺ12𝑥𝑧ଶ െ 1ሻ 

𝜇ሺ2𝑥ଶ𝑧ଶ ൅ 𝑥ሻ௫
ᇱ ൌ 𝜇ሺ4𝑥𝑧ଶ ൅ 1ሻ 

𝜇௭
ᇱ ሺ4𝑥𝑧ଷ െ 𝑧ሻ ൅ 𝜇ሺ8𝑥𝑧ଶ െ 2ሻ ൌ 0 

𝑑𝜇
𝜇

ൌ െ2
𝑑𝑧
𝑧

⟹ 𝜇 ൌ
𝐶
𝑧ଶ 

൬4𝑥𝑧 െ
1
𝑧

൰ 𝑑𝑥 ൅ ቀ2𝑥ଶ ൅
𝑥
𝑧ଶቁ 𝑑𝑧 ൌ 0 

2𝑥ଶ ൅
𝑥
𝑧ଶ ൌ ൤න ൬4𝑥𝑧 െ

1
𝑧

൰ 𝑑𝑥൨
௭

ᇱ

ൌ ቂ2𝑥ଶ 𝑧 െ
𝑥
𝑧

൅ 𝜑ሺ𝑧ሻቃ
௭

ᇱ
ൌ 2𝑥ଶ ൅

𝑥
𝑧ଶ ൅ 𝜑௭

ᇱ ⟹ 𝜑ሺ𝑧ሻ ൌ 𝐶 

2𝑥ଶ𝑧 െ
𝑥
𝑧

ൌ 𝑢ଶሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ  

Общее решение — 𝑢ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑢ଵ, 𝑢ଶሻ ൌ 𝐹 ቀ
௭

௬
, 2𝑥ଶ𝑧 െ

௫

௭
ቁ. 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑢 ൌ 𝑦𝑧ଶ

𝑥 ൌ 𝑧

𝑢ଵ ൌ
𝑧
𝑦

𝑢ଶ ൌ 2𝑥ଶ𝑧 െ
𝑥
𝑧

⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑢ଶ ൌ 2𝑧ଷ െ 1

𝑧 ൌ ඨ
𝑢ଶ ൅ 1

2

య

𝑦 ൌ
𝑧

𝑢ଵ

⟹ 𝑢 ൌ 𝑦𝑧ଶ ൌ
𝑧

𝑢ଵ
⋅ 𝑧ଶ ൌ

𝑢ଶ ൅ 1
2𝑢ଵ

ൌ
𝑦ሺ2𝑥ଶ𝑧ଶ െ 𝑥 ൅ 𝑧ሻ

2𝑧ଶ . 

С 17.79. Найдем общее решение уравнения 

2𝑥𝑦
𝜕𝑢
𝜕𝑥

൅ ሺ1 െ 𝑦ଶ െ 2𝑥𝑧ሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑦

െ
𝑦
𝑥

⋅
𝜕𝑢
𝜕𝑧

ൌ 0 

и решим задачу Коши с начальным условием 𝑢 ൌ
ଵ

ଶ
െ 𝑦ଶ при 𝑦ଶ ൅ 𝑥𝑧 ൌ 1. 

൞

𝑥ሶ ൌ 2𝑥𝑦
𝑦ሶ ൌ 1 െ 𝑦ଶ െ 2𝑥𝑧

𝑧ሶ ൌ െ
𝑦
𝑥

 

െ
𝑦
𝑥

𝑑𝑥 ൌ 2𝑥𝑦𝑑𝑦 ⟹ െ
𝑑𝑥
𝑥ଶ ൌ 2𝑑𝑧 ⟹

1
𝑥

ൌ 2𝑧 ൅ 𝐶 ⟹ 2𝑧 െ
1
𝑥

ൌ 𝑢ଵ  

𝑦ሶ ൌ െ𝑢ଵ𝑥 െ 𝑦ଶ ⟹
𝑑𝑥

2𝑥𝑦
ൌ

𝑑𝑦
െ𝑢ଵ𝑥 െ 𝑦ଶ 



ሺ𝑢ଵ𝑥 ൅ 𝑦ଶሻ𝑑𝑥 ൅ 2𝑥𝑦𝑑𝑦 ൌ 0 

2𝑥𝑦 ൌ ൤නሺ𝑢ଵ𝑥 ൅ 𝑦ଶሻ𝑑𝑥൨
௬

ᇱ

ൌ ቈ
𝑢ଵ𝑥ଶ

2
൅ 𝑦ଶ𝑥 ൅ 𝜑ሺ𝑦ሻ቉

௬

ᇱ

ൌ 2𝑦𝑥 ൅ 𝜑௬
ᇱ ⟹ 𝜑ሺ𝑦ሻ ൌ 𝐶 

𝑢ଶ ൌ
𝑢ଵ𝑥ଶ

2
൅ 𝑦ଶ𝑥 ൌ 𝑧𝑥ଶ ൅ 𝑥𝑦ଶ െ

𝑥
2

 

rg ൮

1
𝑥ଶ 0 2

െ
1
2

൅ 2𝑥𝑧 ൅ 𝑦ଶ 2𝑥𝑦 𝑥ଶ
൲ ൌ 2 

𝑢ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑢ଵ, 𝑢ଶሻ ൌ 𝐹 ൬2𝑧 െ
1
𝑥

, 𝑧𝑥ଶ ൅ 𝑥𝑦ଶ െ
𝑥
2

൰ . 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝑢 ൌ

1
2

െ 𝑦ଶ

𝑦ଶ ൅ 𝑥𝑧 ൌ 1

𝑢ଵ ൌ 2𝑧 െ
1
𝑥

𝑢ଶ ൌ 𝑧𝑥ଶ ൅ 𝑥𝑦ଶ െ
𝑥
2

⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑢ଶ ൌ

𝑥
2

𝑥 ൌ 2𝑢ଶ

𝑧 ൌ
𝑢ଵ ൅

1
2𝑢ଶ

2

⟹ 𝑢 ൌ െ
1
2

൅ 𝑢ଶ ൬𝑢ଵ ൅
1

2𝑢ଶ
൰ ൌ ሺ2𝑥𝑧 െ 1ሻ ൬𝑥𝑧 ൅ 𝑦ଶ െ

1
2

൰ . 

С 17.83. Найдем общее решение уравнения 

2𝑥𝑦
𝜕𝑢
𝜕𝑥

൅ ሺ2𝑥 െ 𝑦ଶሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑦

െ 𝑦ଷ𝑧
𝜕𝑢
𝜕𝑧

ൌ 0 

и решим задачу Коши с начальным условием 𝑢 ൌ 𝑥ଶ𝑧ଶ при 𝑦ଶ ൌ 2𝑥. 

ቐ
𝑥ሶ ൌ 2𝑥𝑦

𝑦ሶ ൌ 2𝑥 െ 𝑦ଶ

𝑧ሶ ൌ 𝑦ଷ𝑧
 

𝑑𝑥
2𝑥𝑦

ൌ
𝑑𝑦

2𝑥 െ 𝑦ଶ ⟹ ሺ2𝑥 െ 𝑦ଶሻ𝑑𝑥 െ 2𝑥𝑦𝑑𝑦 ൌ 0 

െ2𝑥𝑦 ൌ ൤නሺ2𝑥 െ 𝑦ଶሻ𝑑𝑥൨
௬

ᇱ

ൌ ሾ𝑥ଶ െ 𝑥𝑦ଶ ൅ 𝜑ሺ𝑦ሻሿ௬
ᇱ ൌ െ2𝑥𝑦 ൅ 𝜑௬

ᇱ ⟹ 𝑢ଵ ൌ 𝑥ଶ െ 𝑥𝑦ଶ  

𝑑𝑥
2𝑥𝑦

ൌ
𝑑𝑧

𝑦ଷ𝑧
⟹

𝑑𝑥
2𝑥

ൌ
𝑥𝑑𝑧

𝑧ሺ𝑥ଶ െ 𝑢ଵሻ
⟹ ቀ1 െ

𝑢ଵ

𝑥ଶቁ 𝑑𝑥 ൌ
2𝑑𝑧

𝑧
⟹ 𝑢ଶ ൌ 𝑥 ൅

𝑢ଵ

𝑥
െ ln 𝑧ଶ ൌ 2𝑥 െ 𝑦ଶ െ ln 𝑧ଶ  

rg ቌ
2𝑥 െ 𝑦ଶ െ2𝑥𝑦 0

2 െ2𝑦 െ
2
𝑧

ቍ ൌ 2 

𝑢ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑢ଵ, 𝑢ଶሻ ൌ 𝐹ሺ𝑥ଶ െ 𝑥𝑦ଶ, 2𝑥 െ 𝑦ଶ െ ln 𝑧ଶሻ  

⎩
⎨

⎧
𝑢 ൌ 𝑥ଶ𝑧ଶ

𝑦ଶ ൌ 2𝑥
𝑢ଵ ൌ 𝑥ଶ െ 𝑥𝑦ଶ

𝑢ଶ ൌ 2𝑥 െ 𝑦ଶ െ ln 𝑧ଶ

⟹ ቐ
𝑢ଶ ൌ െ ln 𝑧ଶ

𝑧ଶ ൌ 𝑒ି௨మ

𝑢ଵ ൌ െ𝑥ଶ
⟹ 𝑢 ൌ 𝑥ଶ𝑧ଶ ൌ െ𝑢ଵ𝑒ି௨మ ൌ 𝑥𝑧ଶሺ𝑦ଶ െ 𝑥ሻ𝑒௬మିଶ௫ . 

Т 2. В области 𝑥 ൐ 0, 𝑦 ൐ 0, 𝑧 ൐ 0 найдем все решения уравнения 

ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻ
𝜕𝑢
𝜕𝑥

൅ 2𝑥𝑦
𝜕𝑢
𝜕𝑦

൅
𝑥ଷ െ 𝑥𝑦ଶ

𝑧
𝜕𝑢
𝜕𝑧

ൌ 0 



и решим задачу Коши с начальным условием 𝑢 ൌ 𝑧ଶ при 𝑦ଶ െ 𝑥ଶ ൌ 1. 

⎩
⎨

⎧
𝑥ሶ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ

𝑦ሶ ൌ 2𝑥𝑦

𝑧ሶ ൌ
𝑥ଷ െ 𝑥𝑦ଶ

𝑧

 

𝑑𝑥
𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൌ

𝑑𝑦
2𝑥𝑦

⟹ 2𝑥𝑦𝑑𝑥 െ ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻ𝑑𝑦 ൌ 0 

𝜇 ൌ 𝜇ሺ𝑦ሻ,    ሺ𝜇 ⋅ 2𝑥𝑦ሻ௬
ᇱ ൌ 𝜇௬

ᇱ ⋅ 2𝑥𝑦 ൅ 𝜇 ⋅ 2𝑥 

൫െ𝜇ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶሻ൯
௫

ᇱ
ൌ െ𝜇 ⋅ 2𝑥 

2𝑥𝑦𝜇௬
ᇱ ൌ െ4𝑥𝜇 ⟹ 𝑦𝜇௬

ᇱ ൌ െ2𝜇 ⟹ 𝜇 ൌ
𝐶
𝑦ଶ 

2
𝑥
𝑦

𝑑𝑥 െ ቆ
𝑥ଶ

𝑦ଶ ൅ 1ቇ 𝑑𝑦 ൌ 0 

2
𝑥
𝑦

ൌ ቈെ න ቆ
𝑥ଶ

𝑦ଶ ൅ 1ቇ 𝑑𝑦቉
௫

ᇱ

ൌ ቈ
𝑥ଶ

𝑦
െ 𝑦 ൅ 𝜑ሺ𝑥ሻ቉

௫

ᇱ

ൌ
2𝑥
𝑦

൅ 𝜑௫
ᇱ ⟹ 𝑢ଵ ൌ

𝑥ଶ

𝑦
െ 𝑦  

𝑧ሶ ൌ
𝑥𝑦
𝑧

𝑢ଵ ⟹
𝑑𝑦
𝑑𝑧

ൌ
2𝑧
𝑢ଵ

⟹ 𝑢ଶ ൌ 𝑧ଶ െ 𝑢ଵ𝑦 ൌ 𝑧ଶ െ 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ  

rg ቌ
2𝑥
𝑦

െ
𝑥ଶ

𝑦ଶ 0

െ2𝑥 2𝑦 2𝑧
ቍ ൌ 0 

𝑢ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 𝐹ሺ𝑢ଵ, 𝑢ଶሻ ൌ 𝐹 ቆ
𝑥ଶ

𝑦
െ 𝑦, െ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑧ଶቇ  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑢 ൌ 𝑧ଶ

𝑦ଶ െ 𝑥ଶ ൌ 1

𝑢ଵ ൌ
𝑥ଶ െ 𝑦ଶ

𝑦
𝑢ଶ ൌ െ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑧ଶ

⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑢ଵ ൌ െ

1
𝑦

𝑥ଶ ൌ 𝑦ଶ െ 1 ൌ
1

𝑢ଵ
ଶ െ 1

⟹ 𝑢 ൌ 𝑧ଶ ൌ 𝑢ଶ െ 1 ൌ െ𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑧ଶ െ 1 . 

  



III. Вариационное исчисление. 

Р 19.21. Решим простейшую вариационную задачу 

𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ቈ
1
2

𝑥𝑦ᇱଶ ൅
2𝑦𝑦ᇱ

𝑥
െ

𝑦ଶ

𝑥ଶ቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

,    𝑦ሺ1ሻ ൌ 1,    𝑦ሺ𝑒ሻ ൌ 2. 

Имеем 

𝐹ሺ𝑥, 𝑦, 𝑦ᇱሻ ൌ
1
2

𝑥𝑦ᇱଶ ൅
2𝑦𝑦ᇱ

𝑥
െ

𝑦ଶ

𝑥ଶ ,        𝐹௬ᇲ ൌ 𝑥𝑦ᇱ ൅
2𝑦
𝑥

,        𝐹௬ ൌ
2𝑦ᇱ

𝑥
െ

2𝑦
𝑥ଶ. 

Уравнение Эйлера принимает вид 

𝑑
𝑑𝑥

൬𝑥𝑦ᇱ ൅
2𝑦
𝑥

൰ െ
2𝑦ᇱ

𝑥
൅

2𝑦
𝑥ଶ ൌ 0 

𝑥𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦ᇱ ൅
2𝑦ᇱ𝑥 െ 2𝑦

𝑥ଶ െ
2𝑦ᇱ

𝑥
൅

2𝑦
𝑥ଶ ൌ 0 

𝑥𝑦ᇱᇱ ൅ 𝑦ᇱ ൌ 0 

ሺ𝑥𝑦ᇱሻᇱ ൌ 0 

𝑥𝑦ᇱ ൌ 𝐶ଵ 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ ln 𝑥 ൅ 𝐶ଶ. 

Из граничных условий получаем 

൜
𝐶ଶ ൌ 1

𝐶ଵ ൅ 𝐶ଶ ൌ 2 → 𝑦 ൌ ln 𝑥 ൅ 1. 

Проверим, что 𝑦 является допустимой экстремалью: 

𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ቈ
1
2

𝑥ሺ𝑦 ൅ ℎሻᇱଶ ൅
2ሺ𝑦 ൅ ℎሻሺ𝑦 ൅ ℎሻᇱ

𝑥
െ

ሺ𝑦 ൅ ℎሻଶ

𝑥ଶ ቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

െ න ቈ
1
2

𝑥𝑦ᇱଶ ൅
2𝑦𝑦ᇱ

𝑥
െ

𝑦ଶ

𝑥ଶ቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ 

ൌ න ቈ
1
2

𝑥൫ℎᇱଶ ൅ 2ℎᇱ𝑦ᇱ൯ ൅
2ሺ𝑦ℎᇱ ൅ 𝑦ᇱℎ ൅ ℎℎᇱሻ

𝑥
െ

ℎଶ ൅ 2ℎ𝑦
𝑥ଶ ቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ 

ൌ න ቈቆ
2𝑦ᇱ

𝑥
െ

2𝑦
𝑥ଶቇ ℎ ൅ ൬𝑥𝑦ᇱ ൅

2𝑦
𝑥

൰ ℎᇱ቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

൅ න ቈ
1
2

𝑥ℎᇱଶ ൅
2ℎℎᇱ

𝑥
െ

ℎଶ

𝑥ଶ቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ 

ൌ න ቈ
1
2

𝑥ℎᇱଶ ൅
2ℎℎᇱ

𝑥
െ

ℎଶ

𝑥ଶ቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ න
1
2

𝑥ℎᇱଶ𝑑𝑥

௘

ଵ

൒ 0, 

откуда 𝑦 ൌ ln 𝑥 ൅ 1 является минимумом. В последнем равенстве мы воспользовались тождеством 

න ቈ
2ℎℎᇱ

𝑥
െ

ℎଶ

𝑥ଶ቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ 0 ⟸ න
ℎℎᇱ

𝑥
𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ න
ℎ
𝑥

𝑑ℎ

௘

ଵ

ൌ
ℎଶ

𝑥ଶቤ
ଵ

௘

െ න ℎ𝑑 ൬
ℎ
𝑥

൰

௘

ଵ

ൌ െ න ℎ ⋅
ℎᇱ𝑥 െ ℎ

𝑥ଶ 𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ න ቈെ
ℎℎᇱ

𝑥
൅

ℎଶ

𝑥ଶ቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

. 

Р 19.45. Решим простейшую вариационную задачу 

𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ൤ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻሺ𝑦ᇱሻଶ െ 4𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑦𝑦ᇱ sinଶ 𝑥 ൅
1
2

𝑦ଶ sin 2𝑥൨ 𝑑𝑥

ଵ

଴

,    𝑦ሺ0ሻ ൌ 0,    𝑦ሺ1ሻ ൌ ln 2. 

Имеем 



𝐹ሺ𝑥, 𝑦, 𝑦ᇱሻ ൌ ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻሺ𝑦ᇱሻଶ െ 4𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑦𝑦ᇱ sinଶ 𝑥 ൅
1
2

𝑦ଶ sin 2𝑥, 

𝐹௬ ൌ 𝑦ᇱ sinଶ 𝑥 ൅ 𝑦 sin 2𝑥 ,        𝐹௬ᇲ ൌ 2𝑦ᇱሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ െ 4𝑥 ൅ 𝑦 sinଶ 𝑥 

𝑑
𝑑𝑥

ሺ2𝑦ᇱሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ െ 4𝑥 ൅ 𝑦 sinଶ 𝑥ሻ െ ሺ𝑦ᇱ sinଶ 𝑥 ൅ 𝑦 sin 2𝑥ሻ ൌ 0 

2𝑦ᇱᇱሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ ൅ 2𝑦ᇱ ⋅ 2𝑥 െ 4 ൅ 𝑦ᇱ sinଶ 𝑥 ൅ 𝑦 ⋅ 2 sin 𝑥 cos 𝑥 െ 𝑦ᇱ sinଶ 𝑥 െ 𝑦 sin 2𝑥 ൌ 0 

𝑦ᇱᇱሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ ൅ 2𝑦ᇱ𝑥 െ 2 ൌ 0 

𝑦ᇱ ൌ 𝑧 

𝑧ᇱ ൅
2𝑥

1 ൅ 𝑥ଶ 𝑧 ൌ
2

1 ൅ 𝑥ଶ 

𝑧ᇱ ൌ െ
2𝑥

1 ൅ 𝑥ଶ 𝑧 ⟹
𝑑𝑧
𝑧

ൌ െ
𝑑ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ

1 ൅ 𝑥ଶ ⟹ 𝑧 ൌ
𝐶଴ሺ𝑥ሻ
1 ൅ 𝑥ଶ 

𝐶଴
ᇱ

1 ൅ 𝑥ଶ ൌ
2

1 ൅ 𝑥ଶ ⟹ 𝐶଴ ൌ 2𝑥 ൅ 𝐶ଵ ⟹ 𝑦ᇱ ൌ 𝑧 ൌ
2𝑥 ൅ 𝐶ଵ

1 ൅ 𝑥ଶ  

𝑑𝑦 ൌ
2𝑥 ൅ 𝐶ଵ

1 ൅ 𝑥ଶ 𝑑𝑥 ⟹ 𝑦 ൌ lnሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ ൅ 𝐶ଵ arctg 𝑥 ൅ 𝐶ଶ 

𝐶ଵ ൌ 𝐶ଶ ൌ 0 ⟹ 𝑦ො ൌ lnሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ  

𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ൤ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻଶ െ 4𝑥ሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻ ൅ ሺ𝑦 ൅ ℎሻሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻ sinଶ 𝑥 ൅
1
2

ሺ𝑦 ൅ ℎሻଶ sin 2𝑥൨ 𝑑𝑥

ଵ

଴

 

െ න ൤ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻሺ𝑦ᇱሻଶ െ 4𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑦𝑦ᇱ sinଶ 𝑥 ൅
1
2

𝑦ଶ sin 2𝑥൨ 𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ 

ൌ න ൤ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ൫2𝑦ᇱℎᇱ ൅ ℎᇱଶ൯ െ 4𝑥ℎᇱ ൅ ሺ𝑦ℎᇱ ൅ ℎ𝑦ᇱ ൅ ℎℎᇱሻ sinଶ 𝑥 ൅
1
2

ሺ2𝑦ℎ ൅ ℎଶሻ sin 2𝑥൨ 𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ 

ൌ නሾሺ𝑦ᇱ sinଶ 𝑥 ൅ 𝑦 sin 2𝑥ሻℎ ൅ ሺ2𝑦ᇱሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ െ 4𝑥 ൅ 𝑦 sinଶ 𝑥ሻℎᇱሿ𝑑𝑥

ଵ

଴

 

൅ න ቈሺ1 ൅ 𝑥ଶሻℎᇱଶ ൅ ℎℎᇱ sinଶ 𝑥 ൅
ℎଶ

2
sin 2𝑥቉ 𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ 

ൌ න ቈሺ1 ൅ 𝑥ଶሻℎᇱଶ ൅ ℎℎᇱ sinଶ 𝑥 ൅
ℎଶ

2
sin 2𝑥቉ 𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ නൣሺ1 ൅ 𝑥ଶሻℎᇱଶ ൅ ℎଶ sin 2𝑥൧𝑑𝑥

ଵ

଴

൒ 0, 

откуда 𝑦 ൌ lnሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ является минимумом. В последнем равенстве мы воспользовались тождеством 

න ቈℎℎᇱ sinଶ 𝑥 െ
ℎଶ

2
sin 2𝑥቉ 𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ 0 ⟸ න ℎℎᇱ sinଶ 𝑥 𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ ℎଶ sinଶ 𝑥|଴
ଵ െ න ℎሺℎᇱ sinଶ 𝑥 ൅ ℎ sin 2𝑥ሻ𝑑𝑥

ଵ

଴

. 

Р 19.72. Решим простейшую вариационную задачу 

𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නൣ15√𝑥𝑦 ൅ 3𝑥ଶ𝑦𝑦ᇱ െ 𝑥ଷሺ𝑦ᇱሻଶ൧𝑑𝑥

ସ

ଵ

,    𝑦ሺ1ሻ ൌ 1,    𝑦ሺ4ሻ ൌ െ3. 



Имеем 

𝐹 ൌ 15√𝑥𝑦 ൅ 3𝑥ଶ𝑦𝑦ᇱ െ 𝑥ଷሺ𝑦ᇱሻଶ,        𝐹௬ ൌ 15√𝑥 ൅ 3𝑥ଶ𝑦ᇱ,        𝐹௬ᇲ ൌ 3𝑥ଶ𝑦 െ 2𝑥ଷ𝑦ᇱ 

𝑑
𝑑𝑥

ሺ3𝑥ଶ𝑦 െ 2𝑥ଷ𝑦ᇱሻ െ ൫15√𝑥 ൅ 3𝑥ଶ𝑦ᇱ൯ ൌ 0 

6𝑥𝑦 ൅ 3𝑥ଶ𝑦ᇱ െ 6𝑥ଶ𝑦ᇱ െ 2𝑥ଷ𝑦ᇱᇱ െ 15√𝑥 െ 3𝑥ଶ𝑦ᇱ ൌ 0 

െ2𝑥ଷ𝑦ᇱᇱ െ 6𝑥ଶ𝑦ᇱ ൅ 6𝑥𝑦 െ 15√𝑥 ൌ 0 

െ2𝑥ଷ𝑦ᇱᇱ െ 6𝑥ଶ𝑦ᇱ ൅ 6𝑥𝑦 ൌ 0 

𝑦ଵ ൌ െ𝑥 

ቚ
െ𝑥 𝑦
െ1 𝑦ᇱቚ ൌ 𝐶𝑒ି ׬

ଷ
௫ௗ௫ ⟹ െ𝑥𝑦ᇱ ൅ 𝑦 ൌ

𝐶ଵ

𝑥ଷ 

𝑦 ൌ 𝐶ሺ𝑥ሻ𝑥 ⟹ െ𝑥ଶ𝐶ᇱ ൌ
𝐶ଵ

𝑥ଷ ⟹ 𝐶 ൌ
𝐶ଵ

4𝑥ସ ൅ 𝐶ଶ ⟹ 𝑦 ൌ
𝐶ଵ

𝑥ଷ ൅ 𝐶ଶ𝑥 

൞

𝐶ଵ
ᇱ

𝑥ଷ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ𝑥 ൌ 0

െ
3𝐶ଵ

ᇱ

𝑥ସ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ ൌ െ

15
2

𝑥ି
ହ
ଶ

⟹ 𝐶ଵ
ᇱ ൌ െ𝐶ଶ

ᇱ𝑥ସ ⟹ 4𝐶ଶ
ᇱ ൌ െ

15
2

𝑥ି
ହ
ଶ ⟹ 𝐶ଶ ൌ

5
4

𝑥ି
ଷ
ଶ ൅ 𝐶ଶ෪ 

𝐶ଵ
ᇱ ൌ

15
8

𝑥
ଷ
ଶ ⟹ 𝐶ଵ ൌ

3
4

𝑥
ହ
ଶ ൅ 𝐶ଵ෪ 

𝑦 ൌ
𝐶ଵ෪

𝑥ଷ ൅ 𝐶ଶ෪𝑥 ൅
2

√𝑥
 

ቐ
𝐶ଵ෪ ൅ 𝐶ଶ෪ ൌ െ1

𝐶ଵ෪

64
൅ 4𝐶ଶ෪ ൌ െ4

⟹ ቊ
𝐶ଵ෪ ൌ െ1
𝐶ଶ෪ ൌ 0

⟹ 𝑦ො ൌ
2

√𝑥
 

𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නൣ15√𝑥ሺ𝑦 ൅ ℎሻ ൅ 3𝑥ଶሺ𝑦 ൅ ℎሻሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻ െ 𝑥ଷሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻଶ൧𝑑𝑥

ସ

ଵ

 

െ නൣ15√𝑥𝑦 ൅ 3𝑥ଶ𝑦𝑦ᇱ െ 𝑥ଷሺ𝑦ᇱሻଶ൧𝑑𝑥

ସ

ଵ

ൌ 

ൌ නൣ15√𝑥ℎ ൅ 3𝑥ଶሺ𝑦ℎᇱ ൅ 𝑦ᇱℎ ൅ ℎℎᇱሻ െ 𝑥ଷ൫2𝑦ᇱℎᇱ ൅ ℎᇱଶ൯൧𝑑𝑥

ସ

ଵ

ൌ 

ൌ නൣ൫15√𝑥 ൅ 3𝑥ଶ𝑦ᇱ൯ℎ ൅ ሺ3𝑥ଶ𝑦 െ 2𝑥ଷ𝑦ᇱሻℎᇱ൧𝑑𝑥

ସ

ଵ

 

൅ නൣ3𝑥ଶℎℎᇱ െ 𝑥ଷℎᇱଶ൧𝑑𝑥

ସ

ଵ

ൌ නൣ3𝑥ଶℎℎᇱ െ 𝑥ଷℎᇱଶ൧𝑑𝑥

ସ

ଵ

 

Заметим, что 

නሾ3𝑥ଶℎℎᇱሿ𝑑𝑥

ସ

ଵ

ൌ 3𝑥ଶℎଶ|ଵ
ସ െ න 3ℎሺℎᇱ𝑥ଶ ൅ 2𝑥ℎሻ𝑑𝑥

ସ

ଵ

ൌ െ න 3ℎℎᇱ𝑥ଶ𝑑𝑥

ସ

ଵ

െ න 6𝑥ℎ𝑑𝑥

ସ

ଵ

⟹ න 3𝑥ଶℎℎᇱ𝑑𝑥

ସ

ଵ

ൌ െ න 3𝑥ℎ𝑑𝑥

ସ

ଵ

 



𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නൣ3𝑥ଶℎℎᇱ െ 𝑥ଷℎᇱଶ൧𝑑𝑥

ସ

ଵ

ൌ නൣെ3𝑥ℎ െ 𝑥ଷℎᇱଶ൧𝑑𝑥

ସ

ଵ

൑ 0. 

Значит, 𝑦 ൌ
ଶ

√௫
 является максимумом. 

Р 19.105. Покажем, что допустимая экстремаль не дает экстремум функционала: 

𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ൤ሺ𝑦ᇱሻଶ െ
25
16

𝑦ଶ ൅ 50𝑥𝑦൨ 𝑑𝑥

గ

଴

,    𝑦ሺ0ሻ ൌ 0,    𝑦ሺ𝜋ሻ ൌ 16𝜋. 

Имеем 

𝐹 ൌ ሺ𝑦ᇱሻଶ െ
25
16

𝑦ଶ ൅ 50𝑥𝑦,        𝐹௬ ൌ െ
25
8

𝑦 ൅ 50𝑥,        𝐹௬ᇲ ൌ 2𝑦ᇱ 

𝑑
𝑑𝑥

ሺ2𝑦ᇱሻ ൅
25
8

𝑦 െ 50𝑥 ൌ 0 

𝑦ᇱᇱ ൅
25
16

𝑦 െ 25𝑥 ൌ 0 

𝑦 ൌ 𝐶ଵ sin
5
4

𝑥 ൅ 𝐶ଶ cos
5
4

𝑥 ൅ 16𝑥 

𝐶ଵ ൌ 𝐶ଶ ൌ 0 ⟹ 𝑦 ൌ 16𝑥 

𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ൤ሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻଶ െ
25
16

ሺ𝑦 ൅ ℎሻଶ ൅ 50𝑥ሺ𝑦 ൅ ℎሻ൨ 𝑑𝑥

గ

଴

െ න ൤ሺ𝑦ᇱሻଶ െ
25
16

𝑦ଶ ൅ 50𝑥𝑦൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ 

ൌ න ൤൫2𝑦ᇱℎᇱ ൅ ℎᇱଶ൯ െ
25
16

ሺ2𝑦ℎ ൅ ℎଶሻ ൅ 50𝑥ℎ൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ 

ൌ න ൤൬െ
25
8

𝑦 ൅ 50𝑥൰ ℎ ൅ 2𝑦ᇱℎᇱ൨ 𝑑𝑥

గ

଴

൅ න ൤ℎᇱଶ െ
25
16

ℎଶ൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ න ൤ℎᇱଶ െ
25
16

ℎଶ൨ 𝑑𝑥

గ

଴

 

При ℎ ൌ sin 𝑥 имеем 

න ൤ℎᇱଶ െ
25
16

ℎଶ൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ න ൤cosଶ 𝑥 െ
25
16

sinଶ 𝑥൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ න ൤1 െ
41
16

⋅
1 െ cos 2𝑥

2
൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ 

ൌ න ൤െ
9

32
൅

cos 2𝑥
32

൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ െ
9𝜋
32

൏ 0, 

а при ℎ ൌ sin 2𝑥 

න ൤ℎᇱଶ െ
25
16

ℎଶ൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ න ൤4 cosଶ 2𝑥 െ
25
16

sinଶ 2𝑥൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ න ൤4 െ
89
16

⋅
1 െ cos 4𝑥

2
൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ 

ൌ න ൤
39
32

൅
89
32

cos 4𝑥൨ 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
39
32

𝜋 ൐ 0. 

Т 3. Исследуем на экстремум функционал, определив знаки приращения: 



𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ቆ
2𝑦𝑦ᇱ

𝑥
െ 7

𝑦ଶ

𝑥ଶ െ ሺ𝑦ᇱሻଶ െ 12
𝑦
𝑥

ቇ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

,        𝑦ሺ1ሻ ൌ 3,        𝑦ሺ2ሻ ൌ 1. 

Имеем 

𝐹 ൌ
2𝑦𝑦ᇱ

𝑥
െ 7

𝑦ଶ

𝑥ଶ െ ሺ𝑦ᇱሻଶ െ 12
𝑦
𝑥

,        𝐹௬ ൌ
2𝑦ᇱ

𝑥
െ

14𝑦
𝑥ଶ െ

12
𝑥

,        𝐹௬ᇲ ൌ
2𝑦
𝑥

െ 2𝑦ᇱ 

𝑑
𝑑𝑥

൬
2𝑦
𝑥

െ 2𝑦ᇱ൰ െ ቆ
2𝑦ᇱ

𝑥
െ

14𝑦
𝑥ଶ െ

12
𝑥

ቇ ൌ 0 

2𝑦ᇱ𝑥 െ 2𝑦
𝑥ଶ െ 2𝑦ᇱᇱ െ

2𝑦ᇱ

𝑥
൅

14𝑦
𝑥ଶ ൅

12
𝑥

ൌ 0 

െ𝑦ᇱᇱ ൅
6𝑦
𝑥ଶ ൅

6
𝑥

ൌ 0 

𝑦ଵ ൌ 𝑥ଷ 

ฬ
𝑥ଷ 𝑦

3𝑥ଶ 𝑦ᇱฬ ൌ 𝐶ଵ ⟹ 𝑥ଷ𝑦ᇱ െ 3𝑥ଶ𝑦 ൌ 𝐶ଵ ⟹ 𝑦 ൌ 𝐶ሺ𝑥ሻ𝑥ଷ 

𝐶ᇱ𝑥଺ ൌ 𝐶ଵ ⟹ 𝐶 ൌ െ
𝐶ଵ

5𝑥ହ ൅ 𝐶ଶ ⟹ 𝑦 ൌ
𝐶ଵ

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ𝑥ଷ 

൞

𝐶ଵ
ᇱ

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ𝑥ଷ ൌ 0

െ
2𝐶ଵ

ᇱ

𝑥ଷ ൅ 3𝐶ଶ
ᇱ𝑥ଶ ൌ

6
𝑥

⟹ 𝐶ଵ
ᇱ ൌ െ𝑥ହ𝐶ଶ

ᇱ ⟹ 2𝑥ଶ𝐶ଶ
ᇱ ൅ 3𝑥ଶ𝐶ଶ

ᇱ ൌ
6
𝑥

⟹ 𝐶ଶ
ᇱ ൌ

6
5

⋅
1

𝑥ଷ ⟹ 𝐶ଶ ൌ െ
3
5

⋅
1

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ෪ 

𝐶ଵ
ᇱ ൌ െ

6
5

𝑥ଶ ⟹ 𝐶ଵ ൌ െ
2
5

𝑥ଷ ൅ 𝐶ଵ෪ 

𝑦 ൌ
𝐶ଵ෪

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ෪𝑥ଷ െ 𝑥 

ቐ
𝐶ଵ෪ ൅ 𝐶ଶ෪ ൌ 4

𝐶ଵ෪

4
൅ 8𝐶ଶ෪ ൌ 3

⟹ ൞
𝐶ଵ෪ ൌ

116
31

𝐶ଶ෪ ൌ
8

31

 

𝑦 ൌ
116

31𝑥ଶ ൅
8𝑥ଷ

31
െ 𝑥 

𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ቆ
2ሺ𝑦 ൅ ℎሻሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻ

𝑥
െ 7

ሺ𝑦 ൅ ℎሻଶ

𝑥ଶ െ ሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻଶ െ 12
ሺ𝑦 ൅ ℎሻ

𝑥
ቇ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

 

െ න ቆ
2𝑦𝑦ᇱ

𝑥
െ 7

𝑦ଶ

𝑥ଶ െ ሺ𝑦ᇱሻଶ െ 12
𝑦
𝑥

ቇ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ 

ൌ න ቆ
2ሺ𝑦ℎᇱ ൅ 𝑦ᇱℎ ൅ ℎℎᇱሻ

𝑥
െ 7

ሺ2𝑦ℎ ൅ ℎଶሻ
𝑥ଶ െ ൫2𝑦ᇱℎᇱ ൅ ℎᇱଶ൯ െ 12

ℎ
𝑥

ቇ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ 

ൌ න ൭ቆ
2𝑦ᇱ

𝑥
െ

14𝑦
𝑥ଶ െ

12
𝑥

ቇ ℎ ൅ ൬
2𝑦
𝑥

െ 2𝑦ᇱ൰ ℎᇱ൱ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

൅ න ቆ
2ℎℎᇱ

𝑥
െ 7

ℎଶ

𝑥ଶ െ ℎᇱଶቇ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ 



ൌ න ቆ
2ℎℎᇱ

𝑥
െ 7

ℎଶ

𝑥ଶ െ ℎᇱଶቇ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ න ቆെ6
ℎଶ

𝑥ଶ െ ℎᇱଶቇ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

൑ 0, 

откуда 𝑦 ൌ
ଵଵ଺

ଷଵ௫మ ൅
଼௫య

ଷଵ
െ 𝑥 является максимумом. В последнем равенстве мы воспользовались тождеством 

න ቈ
2ℎℎᇱ

𝑥
െ

ℎଶ

𝑥ଶ቉ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ 0 ⟸ න
ℎℎᇱ

𝑥
𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ
ℎଶ

𝑥ଶቤ
ଵ

ଶ

െ න ቈℎ ⋅
ℎᇱ𝑥 െ ℎ

𝑥ଶ ቉ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ െ න
ℎℎᇱ

𝑥
𝑑𝑥

ଶ

ଵ

൅ න
ℎଶ

𝑥ଶ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ

. 

С 20.1.9. Решим задачу со свободным концом: 

𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නሾ8𝑦𝑦ᇱ ln 𝑥 െ 𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶ ൅ 6𝑥𝑦ᇱሿ𝑑𝑥

ଷ

ଵ

,        𝑦ሺ3ሻ ൌ 15. 

𝐹 ൌ 8𝑦𝑦ᇱ ln 𝑥 െ 𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶ ൅ 6𝑥𝑦ᇱ,        𝐹௬ ൌ 8𝑦ᇱ ln 𝑥 ,        𝐹௬ᇲ ൌ 8𝑦 ln 𝑥 െ 2𝑥𝑦ᇱ ൅ 6𝑥 

𝑑
𝑑𝑥

ሺ8𝑦 ln 𝑥 െ 2𝑥𝑦ᇱ ൅ 6𝑥ሻ െ 8𝑦ᇱ ln 𝑥 ൌ 0 

8𝑦
𝑥

൅ 8𝑦ᇱ ln 𝑥 െ 2𝑦ᇱ െ 2𝑥𝑦ᇱᇱ ൅ 6 െ 8𝑦ᇱ ln 𝑥 ൌ 0 

𝑦ᇱᇱ ൅
1
𝑥

𝑦ᇱ െ
4

𝑥ଶ 𝑦 െ
3
𝑥

ൌ 0 

𝑦ଵ ൌ 𝑥ଶ 

ฬ
𝑥ଶ 𝑦
2𝑥 𝑦ᇱฬ ൌ 𝐶𝑒׬ ି

ଵ
௫ௗ௫ ⟹ 𝑦ᇱ𝑥ଶ െ 2𝑥𝑦 ൌ

𝐶ଵ

𝑥
⟹ 𝑦 ൌ 𝐶ሺ𝑥ሻ𝑥ଶ ⟹ 𝐶ᇱ𝑥ଶ ⋅ 𝑥ଶ ൌ

𝐶ଵ

𝑥
⟹ 𝐶 ൌ െ

𝐶ଵ

4𝑥ସ ൅ 𝐶ଶ 

𝑦 ൌ
𝐶ଵ

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ𝑥ଶ 

൞

𝐶ଵ
ᇱ

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ𝑥ଶ ൌ 0

െ
2𝐶ଵ

ᇱ

𝑥ଷ ൅ 2𝐶ଶ
ᇱ𝑥 ൌ

3
𝑥

⟹ 𝐶ଵ
ᇱ ൌ െ𝑥ସ𝐶ଶ

ᇱ ⟹ 2𝑥𝐶ଶ
ᇱ ൅ 2𝑥𝐶ଶ

ᇱ ൌ
3
𝑥

⟹ 𝐶ଶ ൌ െ
3
4

⋅
1
𝑥

൅ 𝐶ଶ෪ 

𝐶ଵ
ᇱ ൌ െ

3
4

𝑥ଶ ⟹ 𝐶ଵ ൌ െ
𝑥ଷ

4
൅ 𝐶ଵ෪ 

𝑦 ൌ
𝐶ଵ෪

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ෪𝑥ଶ െ 𝑥 

𝑦ᇱ ൌ െ
2𝐶ଵ෪

𝑥ଷ ൅ 2𝐶ଶ෪𝑥 െ 1 

൜
𝑦ሺ3ሻ ൌ 18

8𝑦 ln 𝑥 െ 2𝑥𝑦ᇱ ൅ 6𝑥|௫ୀଵ ൌ 0
⟹ ቐ

𝐶ଵ෪

9
൅ 9𝐶ଶ෪ ൌ 18

െ2𝑦ᇱሺ1ሻ ൅ 6 ൌ 0
⟹ ቐ

𝐶ଵ෪

9
൅ 9𝐶ଶ෪ ൌ 18

െ𝐶ଵ෪ ൅ 𝐶ଶ෪ ൌ 2
⟹ ቊ

𝐶ଵ෪ ൌ 0
𝐶ଶ෪ ൌ 2

 

𝑦 ൌ 2𝑥ଶ െ 𝑥 

𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺℎሻ ൌ නሾ8ሺ𝑦 ൅ ℎሻሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻ ln 𝑥 െ 𝑥ሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻଶ ൅ 6𝑥ሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻሿ𝑑𝑥

ଷ

ଵ

 

െ නሾ8𝑦𝑦ᇱ ln 𝑥 െ 𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶ ൅ 6𝑥𝑦ᇱሿ𝑑𝑥

ଷ

ଵ

ൌ 



ൌ නൣ8ሺ𝑦ℎᇱ ൅ 𝑦ᇱℎ ൅ ℎℎᇱሻ ln 𝑥 െ 𝑥൫2𝑦ᇱℎᇱ ൅ ℎᇱଶ൯ ൅ 6𝑥ℎᇱ൧𝑑𝑥

ଷ

ଵ

ൌ 

ൌ නሾሺ8𝑦ᇱ ln 𝑥ሻℎ ൅ ሺ8𝑦 ln 𝑥 െ 2𝑥𝑦ᇱ ൅ 6𝑥ሻℎᇱሿ𝑑𝑥

ଷ

ଵ

൅ නൣ8ℎℎᇱ ln 𝑥 െ 𝑥ℎᇱଶ൧𝑑𝑥

ଷ

ଵ

ൌ 

ൌ නൣ8ℎℎᇱ ln 𝑥 െ 𝑥ℎᇱଶ൧𝑑𝑥

ଷ

ଵ

ൌ න ቈെ
4ℎଶ

𝑥
െ 𝑥ℎᇱଶ቉ 𝑑𝑥

ଷ

ଵ

൑ 0, 

откуда 𝑦 ൌ 2𝑥ଶ െ 𝑥 является максимумом функционала. Доказательство последнего перехода: 

න 4ℎℎᇱ ln 𝑥 𝑑𝑥

ଷ

ଵ

ൌ 4ℎଶ ln 𝑥|ଵ
ଷ െ න 4ℎ ൬

ℎ
𝑥

൅ ℎᇱ ln 𝑥൰ 𝑑𝑥

ଷ

ଵ

ൌ െ න 4ℎℎᇱ ln 𝑥 𝑑𝑥

ଷ

ଵ

െ න
4ℎଶ

𝑥
𝑑𝑥

ଷ

ଵ

. 

С 20.1.12. Решим задачу без ограничений: 

𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ቈ𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶ ൅
𝑦ଶ

𝑥
൅

2𝑦 ln 𝑥
𝑥

቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

. 

𝐹 ൌ 𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶ ൅
𝑦ଶ

𝑥
൅

2𝑦 ln 𝑥
𝑥

,        𝐹௬ ൌ
2𝑦
𝑥

൅
2 ln 𝑥

𝑥
,        𝐹௬ᇲ ൌ 2𝑥𝑦ᇱ 

𝑑
𝑑𝑥

ሺ2𝑥𝑦ᇱሻ െ ൬
2𝑦
𝑥

൅
2 ln 𝑥

𝑥
൰ ൌ 0 

𝑦ᇱᇱ ൅
1
𝑥

𝑦ᇱ െ
1

𝑥ଶ 𝑦 െ
ln 𝑥
𝑥ଶ ൌ 0 

𝑦ଵ ൌ 𝑥 

ቚ
𝑥 𝑦
1 𝑦ᇱቚ ൌ 𝐶𝑒׬ ି

ଵ
௫ௗ௫ ⟹ 𝑥𝑦ᇱ െ 𝑦 ൌ

𝐶ଵ

𝑥
⟹ 𝑦 ൌ 𝐶ሺ𝑥ሻ𝑥 ⟹ 𝐶ᇱ𝑥ଶ ൌ

𝐶ଵ

𝑥
⟹ 𝐶 ൌ െ

𝐶ଵ

2𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ 

𝑦 ൌ
𝐶ଵ

𝑥
൅ 𝐶ଶ𝑥 

൞

𝐶ଵ
ᇱ

𝑥
൅ 𝐶ଶ

ᇱ𝑥 ൌ 0

െ
𝐶ଵ

ᇱ

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ
ᇱ ൌ

ln 𝑥
𝑥ଶ

⟹ 𝐶ଵ
ᇱ ൌ െ𝑥ଶ𝐶ଶ

ᇱ ⟹ 𝐶ଶ
ᇱ ൌ

ln 𝑥
2𝑥ଶ ⟹ 𝐶ଶ ൌ

െ ln 𝑥 െ 1
2𝑥

൅ 𝐶ଶ෪ 

𝐶ଵ
ᇱ ൌ െ

ln 𝑥
2

⟹ 𝐶ଵ ൌ െ
𝑥 ln 𝑥 െ 𝑥

2
൅ 𝐶ଵ෪ 

𝑦 ൌ
𝐶ଵ෪

𝑥
൅ 𝐶ଶ෪𝑥 െ ln 𝑥 

𝑦ᇱ ൌ െ
𝐶ଵ෪

𝑥ଶ ൅ 𝐶ଶ෪ െ
1
𝑥

 

ቐ
െ𝐶ଵ෪ ൅ 𝐶ଶ෪ ൌ 1

െ
𝐶ଵ෪

𝑒ଶ ൅ 𝐶ଶ෪ ൌ
1
𝑒

⟹ ൞
𝐶ଵ෪ ൌ െ

𝑒
𝑒 ൅ 1

𝐶ଶ෪ ൌ
1

𝑒 ൅ 1

 

𝑦 ൌ െ
𝑒

𝑒 ൅ 1
⋅

1
𝑥

൅
𝑥

𝑒 ൅ 1
െ ln 𝑥 



𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ න ቈ𝑥ሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻଶ ൅
ሺ𝑦 ൅ ℎሻଶ

𝑥
൅

2ሺ𝑦 ൅ ℎሻ ln 𝑥
𝑥

቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

െ න ቈ𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶ ൅
𝑦ଶ

𝑥
൅

2𝑦 ln 𝑥
𝑥

቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ 

ൌ න ቈ𝑥൫2𝑦ᇱℎᇱ ൅ ℎᇱଶ൯ ൅
2𝑦ℎ ൅ ℎଶ

𝑥
൅

2ℎ ln 𝑥
𝑥

቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ 

ൌ න ൤൬
2𝑦
𝑥

൅
2 ln 𝑥

𝑥
൰ ℎ ൅ ሺ2𝑥𝑦ᇱሻℎᇱ൨ 𝑑𝑥

௘

ଵ

൅ න ቈ𝑥ℎᇱଶ ൅
ℎଶ

𝑥
቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

ൌ න ቈ𝑥ℎᇱଶ ൅
ℎଶ

𝑥
቉ 𝑑𝑥

௘

ଵ

൒ 0. 

Значит 𝑦 ൌ െ
௘

௘ାଵ
⋅

ଵ

௫
൅

௫

௘ାଵ
െ ln 𝑥 — минимум функционала. 

Т 4. Исследуем на экстремум функционал, определив знаки приращения: 

𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නሾ2𝑦 ൅ 𝑦𝑦ᇱ ൅ 𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶሿ𝑑𝑥

ଶ

ଵ

,        𝑦ሺ1ሻ ൌ 1. 

𝐹 ൌ 2𝑦 ൅ 𝑦𝑦ᇱ ൅ 𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶ,        𝐹௬ ൌ 2 ൅ 𝑦ᇱ,        𝐹௬ᇲ ൌ 𝑦 ൅ 2𝑥𝑦ᇱ 

𝑑
𝑑𝑥

ሺ𝑦 ൅ 2𝑥𝑦ᇱሻ െ 2 െ 𝑦ᇱ ൌ 0 

𝑦ᇱ ൅ 2𝑦ᇱ ൅ 2𝑥𝑦ᇱᇱ െ 2 െ 𝑦ᇱ ൌ 0 

𝑦ᇱᇱ ൅
1
𝑥

𝑦ᇱ െ
1
𝑥

ൌ 0 

𝑦ᇱ ൌ 𝑢 

𝑢ᇱ ൅
1
𝑥

𝑢 െ
1
𝑥

ൌ 0 ⟹ 𝑢 ൌ
𝐶ሺ𝑥ሻ

𝑥
⟹

𝐶ᇱ

𝑥
ൌ

1
𝑥

⟹ 𝐶 ൌ 𝑥 ൅ 𝐶ଵ ⟹ 𝑢 ൌ
𝐶ଵ

𝑥
൅ 1 

𝑦ᇱ ൌ
𝐶ଵ

𝑥
൅ 1 ⟹ 𝑦 ൌ 𝐶ଵ ln 𝑥 ൅ 𝐶ଶ ൅ 𝑥 

ቊ
𝑦ሺ1ሻ ൌ 1

𝐹௬ᇲሺ2ሻ ൌ 0 ⟹ ൝
𝐶ଶ ൌ 0

𝐶ଵ ln 2 ൅ 𝐶ଶ ൅ 2 ൅ 4 ൬
𝐶ଵ

2
൅ 1൰ ൌ 0

⟹ 𝐶ଵ ൌ െ
6

2 ൅ ln 2
 

𝑦 ൌ െ
6 ln 𝑥

2 ൅ ln 2
൅ 𝑥 

𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නሾ2ሺ𝑦 ൅ ℎሻ ൅ ሺ𝑦 ൅ ℎሻሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻ ൅ 𝑥ሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻଶሿ𝑑𝑥

ଶ

ଵ

െ නሾ2𝑦 ൅ 𝑦𝑦ᇱ ൅ 𝑥ሺ𝑦ᇱሻଶሿ𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ 

ൌ නൣ2ℎ ൅ 𝑦ℎᇱ ൅ 𝑦ᇱℎ ൅ ℎℎᇱ ൅ 𝑥൫2𝑦ᇱℎᇱ ൅ ℎᇱଶ൯൧𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ 

ൌ නሾሺ2 ൅ 𝑦ᇱሻℎ ൅ ሺ𝑦 ൅ 2𝑥𝑦ᇱሻℎᇱሿ𝑑𝑥

ଶ

ଵ

൅ නൣℎℎᇱ ൅ 𝑥ℎᇱଶ൧𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ නൣℎℎᇱ ൅ 𝑥ℎᇱଶ൧𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ නൣ𝑥ℎᇱଶ൧𝑑𝑥

ଶ

ଵ

൒ 0. 

Значит, 𝑦 ൌൌ െ
଺ ୪୬ ௫

ଶା୪୬ ଶ
൅ 𝑥 — минимум функционала. Доказательство последнего перехода: 

න ℎℎᇱ𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ ℎଶ|ଵ
ଶ െ න ℎℎᇱ𝑑𝑥

ଶ

ଵ

ൌ െ න ℎℎᇱ𝑑𝑥

ଶ

ଵ

. 



С 20.2.5. Найдем допустимые экстремали: 

𝐽ሺ𝑦ଵ, 𝑦ଶሻ ൌ නሾሺ𝑦ଵ
ᇱ ሻଶ ൅ ሺ𝑦ଶ

ᇱ ሻଶ െ 2𝑦ଵ𝑦ଶሿ𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

,        𝑦ଵሺ0ሻ ൌ 1,        𝑦ଶሺ0ሻ ൌ െ1,        𝑦ଵ ቀ
𝜋
2

ቁ ൌ 𝑒
గ
ଶ,        𝑦ଶ ቀ

𝜋
2

ቁ ൌ െ𝑒
గ
ଶ. 

𝐹 ൌ ሺ𝑦ଵ
ᇱ ሻଶ ൅ ሺ𝑦ଶ

ᇱ ሻଶ െ 2𝑦ଵ𝑦ଶ,        𝐹௬భ
ൌ െ2𝑦ଶ,        𝐹௬మ

ൌ െ2𝑦ଵ,        𝐹௬భ
ᇲ ൌ 2𝑦ଵ

ᇱ ,        𝐹௬మ
ᇲ ൌ 2𝑦ଶ

ᇱ  

൞

𝑑
𝑑𝑥

ሺ2𝑦ଵ
ᇱ ሻ ൅ 2𝑦ଶ ൌ 0

𝑑
𝑑𝑥

ሺ2𝑦ଶ
ᇱ ሻ ൅ 2𝑦ଵ ൌ 0

⟹ ൜
𝑦ଵ

ᇱᇱ ൌ െ𝑦ଶ

𝑦ଶ
ᇱᇱ ൌ െ𝑦ଵ

⟹ ൜
ሺ𝑦ଵ ൅ 𝑦ଶሻᇱᇱ ൌ െሺ𝑦ଵ ൅ 𝑦ଶሻ

ሺ𝑦ଵ െ 𝑦ଶሻᇱᇱ ൌ 𝑦ଵ െ 𝑦ଶ
⟹ ൜

𝑦ଵ ൅ 𝑦ଶ ൌ 𝐶ଵ sin 𝑥 ൅ 𝐶ଶ cos 𝑥
𝑦ଵ െ 𝑦ଶ ൌ 𝐶ଷ𝑒௫ ൅ 𝐶ସ𝑒ି௫  

ቊ
𝑦ଵ ൌ 𝐶ଵ෪ sin 𝑥 ൅ 𝐶ଶ෪ cos 𝑥 ൅ 𝐶ଷ෪𝑒௫ ൅ 𝐶ସ෪𝑒ି௫

𝑦ଶ ൌ 𝐶ଵ෪ sin 𝑥 ൅ 𝐶ଶ෪ cos 𝑥 െ 𝐶ଷ෪𝑒௫ െ 𝐶ସ෪𝑒ି௫ 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝐶ଶ෪ ൅ 𝐶ଷ෪ ൅ 𝐶ସ෪ ൌ 1
𝐶ଶ෪ െ 𝐶ଷ෪ െ 𝐶ସ෪ ൌ െ1

𝐶ଵ෪ ൅ 𝐶ଷ෪𝑒
గ
ଶ ൅ 𝐶ସ෪𝑒ି

గ
ଶ ൌ 𝑒

గ
ଶ

𝐶ଵ෪ െ 𝐶ଷ෪𝑒
గ
ଶ െ 𝐶ସ෪𝑒ି

గ
ଶ ൌ െ𝑒

గ
ଶ

⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝐶ଵ෪ ൌ 0

𝐶ଶ෪ ൌ 0
𝐶ଷ෪ ൌ 1
𝐶ସ෪ ൌ 0

 

𝑦ଵ ൌ 𝑒௫,        𝑦ଶ ൌ െ𝑒௫ 

С 20.3.2. Исследуем функционал на экстремум: 

𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නሾ2𝑒௫𝑦 െ ሺ𝑦ᇱᇱሻଶሿ𝑑𝑥

ଵ

଴

,        𝑦ሺ0ሻ ൌ 𝑦ᇱሺ0ሻ ൌ 1,        𝑦ሺ1ሻ ൌ 𝑒,        𝑦ᇱሺ1ሻ ൌ 2𝑒. 

𝐹 ൌ 2𝑒௫𝑦 െ ሺ𝑦ᇱᇱሻଶ,        𝐹௬ ൌ 2𝑒௫,        𝐹௬ᇲ ൌ 0,        𝐹௬ᇲᇲ ൌ െ2𝑦ᇱᇱ 

2𝑒௫ ൅
𝑑ଶ

𝑑𝑥ଶ ሺെ2𝑦ᇱᇱሻ ൌ 0 

𝑦ሺସሻ ൌ 𝑒௫ ⟹ 𝑦 ൌ 𝑒௫ ൅ 𝐶ଵ𝑥ଷ ൅ 𝐶ଶ𝑥ଶ ൅ 𝐶ଷ𝑥 ൅ 𝐶ସ 

𝑦ᇱ ൌ 𝑒௫ ൅ 3𝐶ଵ𝑥ଶ ൅ 2𝐶ଶ𝑥 ൅ 𝐶ଷ 

൞

𝐶ସ ൌ 1
𝐶ଷ ൌ 0

𝐶ଵ ൅ 𝐶ଶ ൌ 0
3𝐶ଵ ൅ 2𝐶ଶ ൌ 𝑒

⟹ 𝐶ଵ ൌ 𝑒, 𝐶ଶ ൌ െ𝑒 

𝑦 ൌ 𝑒௫ ൅ 𝑒𝑥ଷ െ 𝑒𝑥ଶ 

𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නሾ2𝑒௫ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ ሺ𝑦ᇱᇱ ൅ ℎᇱᇱሻଶሿ𝑑𝑥

ଵ

଴

െ නሾ2𝑒௫𝑦 െ ሺ𝑦ᇱᇱሻଶሿ𝑑𝑥

ଵ

଴

ൌ 

ൌ නൣ2𝑒௫ℎ െ ൫2𝑦ᇱᇱℎᇱᇱ ൅ ℎᇱᇱଶ൯൧𝑑𝑥

ଵ

଴

 

С 21.1. Решим изопериметрическую задачу: 

𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නሾሺ𝑦ᇱሻଶሿ𝑑𝑥

గ

଴

,        𝑦ሺ0ሻ ൌ 0,        𝑦ሺ𝜋ሻ ൌ 𝜋,        න 𝑦 sin 𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
𝜋
2

. 

𝐿 ൌ ሺ𝑦ᇱሻଶ ൅ 𝜆𝑦 sin 𝑥 ,        𝐹௬ ൌ 𝜆 sin 𝑥 ,        𝐹௬ᇲ ൌ 2𝑦ᇱ 



𝑑
𝑑𝑥

ሺ2𝑦ᇱሻ െ 𝜆 sin 𝑥 ൌ 0 ⟹ 𝑦 ൌ 𝐶ଵ𝑥 ൅ 𝐶ଶ െ
𝜆
2

sin 𝑥 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝐶ଶ ൌ 0
𝐶ଵ ൌ 1

න ൬𝑥 െ
𝜆
2

sin 𝑥൰ sin 𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ
𝜋
2

 

න 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ െ න 𝑥𝑑 cos 𝑥

గ
ଶ

଴

ൌ െ ቌ𝑥 cos 𝑥|଴
గ െ න cos 𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ቍ ൌ 𝜋 

െ
𝜆
2

න sinଶ 𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ െ
𝜆
2

න
1 െ cos 2𝑥

2
𝑑𝑥

గ

଴

ൌ െ
𝜆
4

𝜋 

𝜋 െ
𝜆
4

𝜋 ൌ
𝜋
2

⟹ 𝜆 ൌ 2 ⟹ 𝑦 ൌ 𝑥 െ sin 𝑥 

𝐽ሺ𝑦 ൅ ℎሻ െ 𝐽ሺ𝑦ሻ ൌ නሾሺ𝑦ᇱ ൅ ℎᇱሻଶሿ𝑑𝑥

గ

଴

െ නሾሺ𝑦ᇱሻଶሿ𝑑𝑥

గ

଴

ൌ නൣ2𝑦ᇱℎᇱ ൅ ℎᇱଶ൧𝑑𝑥

గ

଴

ൌ න ℎᇱଶ𝑑𝑥

గ

଴

൒ 0. 

Значит 𝑦 ൌ 𝑥 െ sin 𝑥 — минимум функционала. Доказательство последнего равенства: 

න 𝑦ᇱℎᇱ𝑑𝑥

గ

଴

ൌ න 𝑦ᇱ𝑑ℎ

గ

଴

ൌ 𝑦ᇱℎ|଴
గ െ න ℎ𝑦ᇱᇱ𝑑𝑥

గ

଴

ൌ െ න ℎ𝑦ᇱᇱ𝑑𝑥

గ

଴

ൌ െ න ℎ sin 𝑥 𝑑𝑥

గ

଴

ൌ 0. 

Т 5. Среди всех кривых на цилиндре 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൌ 1, соединяющих точки ሺ1, 0, 0ሻ и ሺ0, 1, 1ሻ найдем кривую 
наименьшей длины (геодезическую кривую). 


